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La hoja cénica zonagonal

Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ*

Resumen. Se introduce un algoritmo algebraico para construir en R? un
zonagono sobre un plano prefijado. También en R? se obtiene para dicho
poligono una representacion cartesiana. Ambos resultados son necesarios
y conducentes al estudio de la hoja conica zonagonal. Para esta superficie
poliédrica reglada se aportan representaciones paramétricas y cartesianas
que unifican y describen la geometria de la hoja conica.

1. Introduccién

El término zonagono es desusado o desconocido en nuestro &mbito académi-
co. Empecemos consignando que un zonagono P es un 2n-gono convexo cen-
tralmente simétrico [2, p. 241-243]. Por tanto, en ¢l a cada lado le corresponde
otro lado paralelo y de igual longitud (ver Figura 1).

La hoja conica zonagonal € cuya directriz es un poligono P (ver Figura 2),
es una superficie reglada poliédrica sobre la cual, salvo su existencia, no se
conoce nada relevante. En la literatura matematica no se registran estudios que
la ubiquen maés alla de una superficie de apariencia agradable y arcana, ajena
en todo propoésito geométrico.

Justamente estos hechos animaron al autor del presente articulo a pensar
sobre este poliedro no acotado. Asi pues, el proposito y objetivo fundamental
de este estudio es la investigacion esmerada de €, desarrollando una metodologia
y visién allende los sistemas clésicos.

Primero se expone una construccion vectorial de los vértices de 3 en R3, un
criterio algebraico novedoso que permite construir el poligono sobre un plano
prefijado (Teorema 2.1). Después se obtiene una representacion unificada de B
en R?, una armoniosa expresién en términos del valor absoluto y el producto
interior ordinario en R? (Teorema 2.2). Son dos resultados muy importantes al
abordar las indagaciones del angulo poliédrico €.

Palabras y frases claves: Zonagono, hoja conica zonagonal, superficie reglada poliédrica.
MSC2000: Primaria: 51M15. Secundaria: 51M20.
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42 Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ

Figura 1. Wy ... Wa, es un zonagono de centro 0 contenido en el plano X-N = 0.

Asi, se concibe una representacion paramétrica de la citada hoja conica tan
acertada, que nos permite un facil acceso a cada una de sus partes componentes,
detalladas en el Teorema 3.1. También se aporta, para un tratado mas completo
de la hoja conica zonagonal, una presentacion cartesiana unificada de €. Ambas
representaciones, ademas de novedosas en su forma y propiedades, establecen
una vinculacién unificadora en la geometria de €.

Denotaremos con letra maytuscula los puntos de R”, el producto interior or-
dinario por un punto (-) y el producto vectorial mediante una cruz (x). Aqui
n =2 6 n = 3. Se adopta la convencion de que

t

Z( )i =0 sis>t.

1=s

Ademas, para cada A = (a1, as) en R? definimos A* = (ag, —ay), la rotacion de
A a través del angulo — 7. Seran usadas, sin aducir, las siguientes propiedades

A A* =0, (A%)" = —A4, 1A = || All,
(aA+bB)" =aA” +bB",  a,bER,
det (4,B)=A-B* = -A*-B.

Los teoremas 2.1, 2.2, 3.1 y 4.1, consignados en la presente investigacién son
nuevos en la literatura matematica.
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La hoja cénica zonagonal 43

Figura 2. La hoja coénica poliédrica de apice D y directriz el zonigono
f(V1) ... f(Vay) de centro AA + D.
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44 Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ

2. Geometria del zonigono en R? y R3

Teorema 2.1. Sean N, Ai,..., A, vectores en R3, n > 2, tales que A - N =0,
k=1,...,n, y para todo i < j los determinantes det (A;,A;, N) son, o todos
positivos o todos negativos. Hagamos

n—k n
Ap =Y det(Ai,Apgr1, N)+ > det (Ap_py1,Ai, N), (1)
i=1 i=n—k+2
Wi = iA x N
=, Ak ) )
Witk = —Wrg, k=1,...,n, donde A>0.

Entonces W1 ... Wy, es un zondgono de centro el origen 0, contenido en el plano
X -N =0 (ver Figura 1).

Demostracion. Sin perder generalidad asumamos que todos los determinantes
det (A;, A;, N) son positivos, para todo ¢ < j. Esta condicién nos permite afir-
mar que los 2n puntos listados en (2) son diferentes.

Sean, Wap, 11 = Wy,

Nk_ZA— Z Ai,

i=n—k+1

1,...,n, (3)

s _Joo si1<k<n
"Tl1, si n+1<k<on

Por (1) y (2),

n—k n
A
Wi, Nj = (Z Av- Mg X N= 30 A Mg X N)

A
1\ i=n—k-+1

n—k n
A {Zdet(Ai,Ank+17N)+ > det(AnkH,Ai,N)}

A1 | i=n—k+1
= (4)

Wig1 - N =

n—Fk
(Z 'nkXN— Z A AnkXN>

3 i=n—k+1

1
n—k—
Ak+1{ Z

=1

1

det Ai,An_k,N) — Z det(An—lmAivN)}
1=n—k+1
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La hoja cénica zonagonal 45

para todo k=1,...,n.

Si 1 <k < 2n, entonces los puntos W; estan en el semiespacio abierto
(=1)% X - Nj—ns, < A,

cuyo plano frontera pasa por Wy, y Wy 1, para todo j # k, k+1 (ver Figura 1).
En efecto, si 1 < k < n, entonces

A o
“AN<W, Np=——12A;-2 > det(Ai,An_jy1,N) p <X (6)
A; i=n—k+1

paratodo 1 <j<k<mn,y

n—k
Aj—2 > det(An_jy1, A, N) g <X (7)

i=n—7+2

A
A< W, N = 2
< W; k Aj
para todo k+1 < j < n.
Sin+1<j<2n (estoes, 1 <j—n <n)entonces j #k, k # 1,y por (2),
4)y (7),
Wj'Nk = Wn+(j—n)'Nk = 7Wj_n~Nk < A\

Ahora, si n + 1 < k < 2n, entonces, por las mismas referencias anteriores,

(_1)Wk . Nk—n = Wk‘—n : Nk—n = /\a
(—D)Wiyr Nieep = Wiong1 - Ni—p = A
y
(71)Wj “Np_, = WjJrn(il)sj “Ni_p < A,

observando que W; = _Wj+n(71)51 paratodo 1 <j<2n,j#k—-n,k—n+1;
concluimos que Wiy ... Ws, es un 2n-gono convexo, centralmente simétrico en

0. Ademas, los 2n puntos listados en (2) satisfacen X - N = 0.

Teorema 2.2. Sin > 2, sean Aq,..., A, vectores dados en R? tales que para
todo i < j los determinantes det(A;, A;) son, o todos positivos o todos negativos.
Hagamos

n—k n
5k = Z det(Aiv An7k+1) + Z det(An*kJFh Ai)’ (8)
i=1 i=n—k+2
A
Vi = 5, Lmkt1 Votk = = Vi, k=1,...,n, 9)
donde A > 0.

Sea ¢ : R? — R el campo escalar representado por
p(X) =) |4k X, (10)
k=1
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46 Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ

para todo X € R%. Entonces ¢~ 1(\) es el zondgono de centro el origen 0 y
vértices V1, ..., Va,. Explicitamente,

2n—1
e N =V ViU | Vv (11)

i=1

Demostracion. Hagamos N = (0,0,1) y Ax = (4%,0), & = 1,...,n; entonces
Ak-N:O,AkXN:(A;;,O), :1,...,7’Ly
det(Ai,Aj,N) = Az . Aj X N = Ai . (A;,O)
= Az . A; = det(AZ-, AJ‘), (12)

determinantes estos, que de acuerdo a las hipotesis del Teorema 2.2, son o todos
positivos o todos negativos, para todo i < j.

Por tanto, los vectores N, Aq,..., A, en R3, satisfacen todas las hipétesis del
Teorema 2.1. Se infiere de (1), (8) y (12) que Ay = 8k, y de (2) y (9) que

A s A
Wy, = _( n—k+170) =\ n—k+1’0 = (V7€70)
5k 6k

(Vatk, 0) = Whgp = =Wy = (=14, 0), k=1,...,n.

Concluimos del Teorema 2.1 que Vi ... Vs, es un zonagono en R? de centro 0.

A continuacion probaremos la afirmacion en (11). Sin perder generalidad asu-
miremos que todos los determinantes det(A;, A;) son positivos para todo i < j.
Esta condicion nos garantiza que los 2n puntos en (9) son diferentes.

Si0 <\ <1, entonces

le} 11—«

aVi+(1-a)Vipn=—{aVi, + (1 —a)Vicpgr}, n+1<i<2n -1,

Vo, +(1—a)Vi=—{aVa+ (1 —a)Vyy1},

1—
AVt (1—a)Vpsy = A | A7 — — %47 ).
5 5

Denotando ¥ = ¢(aV; + (1 — «)V;11) tenemos

n—(i+1)
a l1—«
U =\ — Ay AL —— Ay AN
321 5,k Anta + Sirt ko Apg—i
- « 11—«
E — A - AF o —— AL AN
+ el 51 k n+1l—i + (5i+1 k n—i }
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La hoja cénica zonagonal 47

n—(i+1)
a * « *
=A 5 Z Ap - Anpi + 5—iAn+1—(i+1) AL

11—« . 1—a i}
0; +1 Ak - An+1—(i+1) + TﬂAan@H) A i

}

* 11—« *
~Ap At o Ap - A1)
) i+1

k=n—i+2
o n—ia n .
=\ {5—z (Z Ap - Apti—i + Z Apti—i- Ak>
k=1 k=n—i+2

n—(i+1) n

Yoo A Ayt Y, Awnain AL
k=1 k=n—(i+1)+2

1—«

+
dit1

en consecuencia, ¥ = A paratodo 1 <i¢<n—1,
paVi+ (1 —a)Vip1) = p(aVip + (1 — a)Vimpt1) = A
paratodon+1<i<2n—1 (estoes, 1 <i—n<n-—1),

paVon + (1 —a)Vi) = ¢(aV, + (1 —a)Vpi1)
“ « 11—«
Ap - | —AF — —— A
/\; ’ <5n Lo ")‘

- a 1l -«
A — A A — —— A A =

Por tanto,
2n—1

VoAU | ViV St (V). (13)
=1

Denotemos por 8 la union en (13) de todos los lados del poligono Vi ... V,,, y
supongamos que existe un punto P en R? tal que

Pep ') ~P. (14)

Ahora, dado que 0 es el centro de B (una curva de Jordan, [1, p. 184]), entonces
0 esta en la componente interior de i3, y puesto que 0 ¢ ¢ ~1(\), entonces P # 0.
Por esto la semirrecta no degenerada {tP | ¢ > 0} de punto inicial 0, interseca
a P (un conjunto acotado en R?) en un punto Py, es decir, existe to > 0 tal
que Py = toP. Pero entonces, de acuerdo a (13), ¢(Py) = A, o bien segin (10),
A = top(P) = toA, lo que implica tg = 1 y P = Py; consecuentemente P € B,
lo cual contradice (14). Se infiere asi la contenencia

e (N € B,

la cual al unisono con (13) implica la igualdad en (11).
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48 Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ

3. Representacion vectorial de la hoja conica zonagonal

Teorema 3.1. Sean A, B,C y D wvectores dados en R? tales que A, B y C son
ortonormales satisfaciendo

det(4, B,C) = 1. (15)

Sean ademds, Ai,...,A, vectores dados en R? bajo todas las hipdtesis y no-
taciones del Teorema 2.2, y consideremos la funcion f : R2 — R? definida
por

flu,v) =" |(u,v) - Ag| A+ uB +vC + D, (16)
k=1

para todo (u,v) € RQ, expresion que representa paramétricamente una superficie
3
en R”.

Para cada \ > 0 sea a su vez Vi ... Va, el zondgono en R? de centro el origen
y vértices definidos en (8) y (9). Entonces:

(i) f(V1)...f(Van) es un zondgono contenido en f(R?) de centro

M D= {fV) 4 [V}, k=10 ()

y plano
(X-=D)- A=\ (18)

(ii) La traza de f, es decir f(R?), es una hoja cdnica zonagonal de dpice

D = £(0), y la directriz el zondgono f(V1) ... f(Van) cuyo plano (18) in-
terseca, ortogonalmente en AA + D, a la semirrecta

L={D+tA:t>0}, (19)
sobre la cual f(R?) se refleja mutuamente (ver Figura 2).

Demostracion. Si
‘Bz{(u,v)eRQ:ZAk-(u,v)zx\}, (20)
k=1

entonces de acuerdo con el Teorema 2.2 P es el zonagono V; ... Vs, de centro
el origen y vértices definidos en (8) y (9). Asi, segun (16) y (20),
f(u,v) = A +uB +vC + D, para todo (u,v) € B, (21)

es decir, f(P) C f(R?).

Si Ak = (ag1,ake), hagamos

Ay = a1 B + axC, k=1,...,n. (22)
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La hoja cénica zonagonal 49

Entonces A, -A=0y

det(A;,Aj,A)=A;-A;j x A
= (ainB + a;2C) - (a;1B x A+ a;2C x A) (por (22))
= a;1052B - C x A+ a;2a;:C - B x A

a;1aj2det(A, B,C) — a;0a,1 det(A, B, C)

= Q31052 — (li2(lj1 (por (15))
ai1 G52

= = det(4;, A;),
o ) = det(4;,4y)

determinantes estos, de acuerdo con las hipotesis del Teorema 2.2, tales que
para todo ¢ < j, son, o todos positivos o todos negativos.

Queda asi establecido que los vectores A en 21 y Ay en (22) satisfacen la hi-
potesis del Teorema 2.1, siendo iguales las sumas en (1) y (8), es decir, Ay = 0y,
k=1,...,n.

Dado que (4, B, C) es una tripla positiva de vectores en R? satisfaciendo (15),
entonces

BxA=-C y C(CxA=B.
[1, p. 311-313, Theorem 11-9]. Por esto, y segtn (22),

A X A—ap1C + apsB, k=1,...,n,

y por ende, los puntos en (2) (con N = A) son

A A
Wy, = A_kAnkarl X A= 5_kAn7k+1 x A
A
= a(*an—mu(f + an—r+1,2B). (23)

Luego,

A
Wi =— (\A+ D)+ {AA + 5 (—tn—k11)C + D}
k

=—NA+D)+f <ian—k+1,27 i(an—k+1,l)) (por (21))

0K Ok
A
=—(MN+D)+f <g (@p—r41,2 —Cln—k+1,1)>

— A+ D) 4 f ()
=—M4+D)+f(V), k=1,...,n, (por (9)),

Wiiw = — Wy
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50 Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ

A A
=— —an—p+128+ —an_p4+1:C (por (23))
O O
A A
=<AA+ —5— an_k+1,gB + 6—an_k+1710 + D — (/\A + D)
k k
=f(=Vk) = (AA+ D) (por (21))

—f (Vsr) — (AA+ D), k=1,....n,

son los vértices, a la luz del Teorema 2.1, del zonadgono W; ... Wy,. Pero siendo
Wy, el traslado de f(V},) por el vector —(AA+D), se infiere que f(V7) ... f(Vay,) es
también un zonagono en R3. Ahora bien, como el centro del zondgono W ... Ws,
es el origen, esto es

0 %(Wk + W k),
o bien,
0= % {[=(\A+ D)+ f(Vi)l + (M + D) + f(Varn)]}

esto implica la expresion en (17).
De (21) y la ortonormalidad de A, B, C' recibimos

{flu,v) =D} - A=XA-A=)\|A|> =\,

por lo cual P esta en el plano (18).

A continuacién probaremos la (ii) parte del teorema en cuestion. Sea € la
hoja coénica zonagonal de apice D y directriz del zonagono 3. Puesto que D no
satisface (18) (es decir, no esté en el plano JB), entonces € es no degenerada.

Sea (u,v) € P arbitrario pero fijo, y sea s > 0. Entonces s(u,v) = (su, sv)
esta en s (degenerado si s =0), y

D+${f(U,U)—D} :D+S{/\A+uB—|—vC} (por (21))
=(sA\)A + (su)B + (sv)C + D
=f(su, sv).

Por esto, si consideramos para € su generatriz
L(u,v) ={D + s{f(u,v) = D}|s > 0},
una semirrecta de vector director
fu,v) =D =XA4+uB+vC #0

(por ser A >0y A, B,C linealmente independientes) y punto inicial D = f(0),
entonces

E(“?”) =f (L(u,v)),

donde
L(u,v) = {s(u,v)|s = 0},
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la semirrecta en R? cuyo vector director (u,v) es no nulo, dado que el origen
(su punto inicial) no esta en P.

Por otro lado, si P € R? ~ {0}, entonces el rayo OP interseca el poligono P
en un punto (u’,v"), siendo asi Py (u/,v’) vectores de igual direccién y sentido.
Es decir, (u/,v’) = ¢ P, para algtn escalar ¢ > 0; pero entonces, por (20), ¢t = A
y por ende P = A\"!(u/,v") € L(u',v"). Consecuentemente,

R? C UL(u,v) C R?

c

¢= |J ewv)= |J f@wo)=f| U L) | =fR.

(u,v)€P (u,v)€EP (u,v)EP

De (19) se pierde que AA + D es la interseccion ortogonal de £ y el plano (18)
del zonagono ‘P.

Las expresiones

{f(u,v) — f(—u,—v)} - A=2(uB+vC)-A=0

S (o) + (w0} =D+ 3 [ 0) - A4,

k=1

para todo (u,v) € R? nos permiten afirmar, a la luz de (19), que f(R?) se
refleja mutuamente en £.

4. Representacion cartesiana de la hoja coénica zonagonal

Teorema 4.1. Sean N, A, ..., A\, vectores en R? bajo todas las hipdtesis y condi-
ciones del Teorema 2.1 y las notaciones (1), (2). Consideremos el campo escalar
F :R3 — R representado por

F(X):Z\Ak'X|+N-X, para todo X € R3. (24)
k=1
Entonces F~1()\) es una hoja conica zonagonal de dpice
W = A|N[|72N (25)

y directriz el zondgono Wy ... Wa, de centro el origen, contenido en el plano
X-N=0.

Demostracion. Si 0 < a <1, entonces de (2) recibimos

1—
aWi+ (1 —a)Wip1 = A iAn—i-&-l x N + —aAn,(iH)H XN |,
A; Ai+1
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sil<i<n-—1;
aW;+ (1 =)Wy = —{aWipn + (1 — a)Wi_pi1},
sin+1<i<2n—1 (estoes,sil<i—n<n-—1);
aWo +(1—a)W; = —{aW,+ (1 —a)W,y1}

)\(—A—AlxN—l— A A XN>

y por ende, remitiéndonos a (24),

F(Ole + (1 — Oé)WH_l)
—(i+1)

n—(
Y 2:
k=1

1 —
2 det(Ag, Apizrs N) + —= det(Ag, Ay, N)
A, At

Aﬁ det(Aps Ap_iirs N) + ~—% det(Ag, An_s, N)’

n)
+ >

k=n—il—? i+1
n—(i+1) o 1—a
= ; |:Kz det(Ag, Ap—it1, N) + A det(Ag, Ap—i, N)}

| det(Anois Aoy N) 4 % det(An_s, Ap_s, N)
A AV

—
det(Ap—iy1,An_i, N) ‘
i+1

o 1
+ ‘— det(Ap—iq1, Ap—it1, N) +

D>

X et (A Ap_set, N) + =2 det(Ak,Ani,N)‘}

k=n—i+4+2 l i+l
o n—(i4+1) 1—a n—(i4+1)
=AM~ > det(Ag, Ap_iz1, N)+ > det(Ag, Ay, N)
Ao A1 o
« 11—«
A det(Ap—s, Ap—iy1, N) + ’— - det(An—iaAn—H—lvN)’
7 1+
+ Z ——det ity Mg, N) — adet(Ani,Ak,N)’
k=n—i+2 1+1
a 1—« A
=M 5 > " det(Ag, Apit1, N) + N > det(Ag, A, N)
e ELE -
1 _
+ A '—:1)4 det(An,i, An,iJrl, N)
- « 11—«
+ Z l:— det(An_H_l,Ak,N) + det(An_i,Ak,N):| }
k=n—it2 Ai Ai1
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= {K Zdet Ak, An—ir, N)+ > det(An i1, Ag, N)
k=1 k=n—i+2
l—a n—(i+1)

det(Ar, A,,_(; N
+Ai+1 Z et(Ag, Ap—(ix1)+1, V)

n

+ Z det(Anf(i+1)+l7Ak7N> )

k=n—(i+1)+2
luego, por (1),
« 11—« . .
F(OéWi+(1—Oé)Wi+1)=)\ —Ai—F—Ai_H =X sil<i<n-—1;
A; JAVERT

F (OZWZ + (1 — OZ)WH_l) =F (OZWZ —n—+ (1 — a)Wi—n—i-l) = )\,

sin+1<i<2n—1 (estoes,si1<i—n<n-—1, caso anterior);

FlaWapn+(1—a)Wq) = F (aW,, + (1 — a)Wp41)

- « 11—«
_)\I; —A—ndet(Ak,Al,N)—s— A det(A;“An,N)‘
a 11—«
A (A1, Ag, N) + A det(Ak,An,N)‘

" [0 —
:)\kg |:A—n det(Al,Ak,N) + ) det(Ak,An,N)]

n n—1
o 1-a Z
:)\{A_ E etA17Ak:7 + A—l — det(Ak7An’N)}

k=1

«a 11—«

(st 15%8)  (wor (1)
:A7

teniendo presente, en todos los calculos anteriores, que

Aj det(Ai,Ak,N) >0sii<k.

De esta manera, si 3 denota el zondgono W ... Wy, es decir,

2n—1
P=Wo, W1 U | Wi,

i=1

entonces hemos demostrado que F(X) = A, para todo X € P8, donde P esta en
el plano N - X = 0. En otras palabras

F(P) = A, (26)

Vol. 20, Nos. 1y 2, 2002]




54 Luis ENRIQUE Ruiz HERNANDEZ

siendo B la interseccion del plano N - X =0 con F~1()).

De (25) obtenemos W - N = A > 0, y asi el punto W no esta en el plano de
. Consideremos, entonces, la hoja conica zonagonal € de apice W y directriz

el poligono B; explicitamente,

¢=|J WX.
Xep

Asi, si X € B entonces I/V—)X es el rayo representado por
Y()=W+t(X -W), t >0,
o bien, segin (25),
Y(t) = MIN[ 72N + (X = A|N||72N),

Entonces
A - Y(t) =tA, - X,

N-Yt)=A+t(N-X—-X)=X1-1t) (pues N -X =0),

F(Y(¥)) :tzn:|Ak-X|+>\(1—t)

k=1
:t{i|Ak-X|+N~X}+)\(1—t)
k=1
—tF(X)+ A1 —t)
—tA+A(1—1)
=\,

y por ende
B CF ).

Reciprocamente, sea X € F~1()\) y X # W. Entonces

A,-X=0, k=1,...,n.

(27)
t>0.
(por (24))
(por (24))
(por (26))
(28)

Asi X y N serian paralelos, es decir, X = tN para algun escalar ¢; pero en-
tonces A = F(X) = t|N||* y X = M|N| 2N = W (por (25)), lo cual es una

contradiccion. Por tanto,
A=N-X>0.

Hagamos 0 =A—N-Xy

D=W+XNHX W) =A|N|2(1=X"HN+X'X. (29)
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Entonces, Ay, - D = M"'A, - X,

N-D=X1-XN"H+XN'N-X
=A1-=X"1+0IN-X)
=M1-6"'A=N-X)}
=M1-61-6)=0;

F(D)=X"") |\ - X]|
k=1

A51{<§:|Ak.X|+N~X> N~X}

k=1
=AM IA=N-X)=X""1-6=\

Se infiere de (26) que D € B, y de (29) y (27) que

—_—

X=W+(1+X1)(D-W)eWDC¢,

y por ende,

F'()) Ce.
De esta contenencia y de (28) concluimos finalmente que ¢ = F~1(\). ¥4
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