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La ecuacion icénica y el trazado
de rayos sismicos
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Resumen. El objetivo fundamental de la sismica y la sismologia es la
caracterizacion del subsuelo mediante la reconstruccién de las trayecto-
rias que los rayos sismicos siguen a través de las diferentes capas. Uno de
los métodos sismicos mas utilizados en la actualidad es el método asinté-
tico o de alta frecuencia, cuya parte cinemética para medios homogéneos
se basa fundamentalmente en las leyes de Snell de la 6ptica geométrica.
En medios con variaciones continuas de la velocidad se hace necesario
realizar un desarrollo asintético de la ecuaciéon de onda, obteniéndose la
ecuacién iconica o ecuacion del frente de onda. En este trabajo se mues-
tra como obtener, a partir de la ecuaciéon de onda, la ecuacién iconica y
la ecuacién del rayo.

1. Introduccién

La ecuacion que modela la propagacién de las ondas mecanicas en medios
materiales se llama ecuacion elastodinamica. Los métodos analiticos de solucién
de la ecuacion elastodinamica no son en general conocidos, salvo en algunos casos
particulares, por lo cual lo méas comin es recurrir a los métodos numéricos
usuales: diferencias finitas y elementos finitos. Uno de los inconvenientes de
estos métodos directos es el alto costo computacional para la soluciéon de las
ecuaciones involucradas.

Como opcion a estos métodos directos esta el método asintotico o método
de alta frecuencia, aplicado fundamentalmente a estructuras suavemente no ho-
mogéneas. Las ecuaciones iconica! y de rayo constituyen la parte cinematica
del fenbmeno; a la par de estas ecuaciones esta la ecuacidon de transporte que
modela la parte dindmica de la propagaciéon de las ondas; solucionando estas
ecuaciones se obtiene una completa descripciéon de la propagacion; esto es, el
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tiempo de transito de un punto a otro, la trayectoria seguida por la onda y la
amplitud de la onda en cada punto [1].

Las ecuaciones icénicas y de transporte son un par de ecuaciones en derivadas
parciales, de primer orden y no lineales; la no linealidad hace que su complejidad
pueda ser muy grande y que no se tenga conocimiento de soluciones analiticas,
salvo en algunos casos particulares. Una funcion T'(x,y, z) que sea solucion de
la ecuacion iconica representa una superficie en el espacio, la cual corresponde
al frente de onda.

Para medios isotropicos los rayos se definen como las curvas ortogonales al
frente de onda, y se pueden ver como trayectorias extremales si el problema de
propagacion de ondas en medios suavemente no homogéneos se interpreta como
un problema variacional.

2. La elastodinamica y la ecuacion elastodinamica

La elastodindmica estudia las propiedades elasticas, plasticas y visco elasticas
de los diferentes materiales o componentes del subsuelo, cada uno de los cuales
se caracteriza por su rigidez y su compresibilidad. Deducir estas caracteristicas
a partir de observaciones en instrumentos tipicos de la sismica, como son los
geodfonos, constituye un problema inverso muy importante en geofisica. El pro-
blema de predecir el registro medido en un gedfono, conocidas las propiedades
del medio, es un problema directo también de gran importancia.

El eje fundamental de la elastodinamica es la relacion lineal entre las defor-
maciones y los esfuerzos a los que se somete un determinado material, relaciéon
conocida como ley de Hooke generalizada,

Tij = CijklCkl, (1)

donde 75 es el tensor de esfuerzos, ey el tensor de deformacion y c;jx; es el tensor
que identifica los pardmetros de elasticidad del medio, el cual en R® tendra 81
componentes. Debido a la simetria de 7 y se tiene

Cijkl = Cjikl = Cijlk = Cklij,

por lo que en el caso méas general c;;; tendra 21 componentes independientes.
Para diferentes estructuras existen ciertos tipos de simetria, reduciendo atin més
el niimero de componentes independientes del tensor.

En el caso isotrépico el tensor c;;y; se representa por las constantes de Lamé:
A, modulo de elasticidad, y p, modulo de rigidez.

La expresion para el tensor c¢;;; en términos del delta de Kronecker es:
Cijit = ANijOni + p(Sindji + didjn). (2)
Reemplazando (2) en (1) se obtiene

Tij = Adijuk,ke + p(Uij + j,3). (3)
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La ecuacién elastodinamica relaciona la variaciéon espacial del tensor de esfuerzos
con la variaciéon temporal del vector desplazamiento; la ecuaciéon de movimiento
es entonces

Tij + fi = pii. (4)
Reemplazando (3) en la ecuacion (4) se obtiene
(Awjj)g + [luig +uja)l g + fi = pi, (5)

ecuacion quecorresponde a la ecuacion elastodindmica para un medio no ho-
mogéneo isotropico y elastico. Desarrollando la ecuacion (5) y escribiéndola en
forma vectorial, obtenemos

A+ w)V(V-u) +pViu+ VAV - u+Vux Vxu+2(Vp-Viu+ f = pii. (6)
Si el medio es homogéneo se reduce a
A+ V(Y -u) + uViu = pi. (7)

Esta ecuacion es una ecuacion diferencial en derivadas parciales (tres variables)
que corresponde a los desplazamientos en un medio continuo.

3. Ecuacion de onda y desacople de la ecuacién
elastodinamica

Partiendo de la identidad vectorial
V2u=V(V-u) = (VxV xu) (8)
la ecuacion (7) se escribe como
A+20)V(V-u) — uV x V X u = pil. ©)

De acuerdo con el teorema de Helmhotz, el campo vectorial puede representarse
en términos de un potencial vectorial ¥ y un potencial escalar ®:

uw=Veé+V X, (10)

con las condiciones Vx ¢ =0y V-9 =0.

Al sustituir (10) en (9) se desacopla totalmente la ecuacion, y se obtiene
VIA+20) V3¢ — pd + V x [V — pi)] = 0. (11)

La ecuacion (11) indica la existencia de dos tipos de ondas:

Py . A+ 240
V2 = , onda P con velocidad o= , 12a
V) = §w7 onda S con velocidad [ = \/% (12b)
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4. Ecuacion icénica o ecuacion de frente de onda [2]

Las ecuaciones anteriormente deducidas corresponden a medios homogéneos;
para medios no homogéneos, donde la velocidad sismica varia suavemente, es
decir que p, A y p tienen pequenos gradientes, podemos escribir una ecuaciéon

de onda de la forma )

()

la cual corresponde a una aproximaciéon de la ecuaciéon de onda para medios no
homogéneos. Asumiendo una soluciéon de esta ecuacion de la forma

Vi = ¢, (13)

)

o 1) = Ax) (% (14)

reemplazando (14) en (13), y luego de separar la parte real y parte imaginaria,
obtenemos el siguiente par de ecuaciones:

v -y |(G) () (30) ] =5 40

() 32) - (35) (3) () ()] -

La primera de estas ecuaciones se puede escribir como

(Vw)? = A(f)wz V2A(z) + (%)2

Para ondas de alta frecuencia el coeficiente del laplaciano es aproximadamente
0, quedando:

(Vuw)? = (%)2 6 (VT)? = (ﬁ)Q donde T(z) = W@,

La anterior ecuacién se conoce como la ecuacion iconica. T tiene unidades de
tiempo y se denomina “tiempo de transito”. En la expresion

p(z,t) = A(z)e™ T, (15)

para un t fijo, tomando T'(z) = ¢, se obtiene la ecuaciéon de una superficie
en el espacio, o sea el frente de onda, es decir, los puntos del espacio que son
alcanzados por la perturbacion en el mismo tiempo.

Una forma de resolver la ecuacién iconica se conoce como método de las
caracteristicas, y consiste en transformar la ecuacion diferencial parcial (EDP)
en un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) (vease [3]). Dada la
ecuacion EDP:

F(xlax%"'axna Z;plap%'“apn):()
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0z
i = 9 .:1727"'7 ) 16
Pi= g n (16)
se remplaza por el sistema
dry  dwy dz, dz _
Fp, Fp, Fy, Z?:l piFp, '

La soluciéon de este sistema nos da las curvas caracteristicas, como se muestra
en la Figura 1.

Caracteristicas

Condicién inicial

Figura 1. Superficies soluciéon y curvas caracteristicas.

El problema de resolver la ecuacién iconica se puede analizar como un proble-
ma de Cauchy, dando la curva (superficie) que interseca a la superficie solucion;
de dicha curva se dice que es la condicioén inicial del problema.

5. La ecuacion del rayo

Para medios isotropicos los rayos se definen como las trayectorias ortogonales
al frente de onda. Un rayo estd caracterizado por una curva parametrizada
x = z(s), y = y(s), z = z(s). Si utilizamos la parametrizacion de longitud

. der dy dz
de arco, los cosenos directores son —, ——, — el vector tangente al rayo es
paralelo a VT, vector ortogonal a la superﬁciessolucién de la ecuacién iconica;
este vector esté formado por los cosenos directores, por lo cual se tiene

E@ @ e

d
E(x, y,z) = kVT. (18)
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Al reemplazar (18) en (17) obtenemos
or 2 . or 2 . or 2
ox dy 0z
oT\? | (0T\? | (0T\}_ 1
oz Oy 0z ) ¢

corresponde a la ecuacién icodnica.

k> =1, (19)

pero

. Vo s .
Haciendo n = — podemos escribir la ecuacion (18) como
c

de 0T dy 0T dz 0T

nE—%, nds_ay7 n£_57

N
finalmente, obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones haciendo X = (z,y, 2):

d [ 1 dx 1
i) () e

La ecuacion (20) es una ecuacion de segundo orden. Si se quiere plantear para
esta ecuacion un problema de Cauchy, se deben dar las condiciones iniciales:

N dx T
direccién del rayo — y la posicién inicial X
S S$=S8q

S$=S0

6. Algunos modelos de velocidad [4]

Un caso sencillo pero frecuente en sismica es aquel para el cual la velocidad ¢
depende exclusivamente de la profundidad z, es decir ¢ = ¢(z). En este caso las
dos primeras ecuaciones de (20) se escriben como

dx dy
n—=na n—— =cy
ds ’ ds ’
con c1 y co constantes. Resolviendo este par de ecuaciones se obtiene una recta
en el plano zy, lo que significa que el rayo descansa sobre un plano perpendicular
al plano zy. Se puede escoger dicho plano que sea coincidente con el plano xz;
por lo tanto, se tiene el sistema de ecuaciones reducido

dx d dz dn

Los dos cosenos directores (ver Figura 2),
=, =sen (1), o = cos (1),

identifican las componentes del vector tangente al rayo en cada punto.
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z

Figura 2. Trayectoria del rayo.

i .
= p, siendo p una

. . ) sen
Tomando la primera de estas ecuaciones se obtiene

¢
constante llamada el pardmetro del rayo. El angulo ¢ es llamado el angulo de
incidencia, y da la inclinacion del rayo con respecto a la vertical (el eje z en este

d d d
caso). Ahora consideremos la segunda ecuacion I (nd—§> = %(n cos i) = d—:
Aplicando la regla de la cadena al miembro izquierdo de esta ecuacién se obtiene
dn d di 5 .dn
o_ e )= — ;& Rk 22
= s (ncos i) nsen i+ cos” i, (22)
de donde i p
i c
2 pZ 23
ds Pz (23)

La ecuacion (22) indica que la curvatura del rayo es proporcional a la variacion
de la velocidad. En el caso particular en que c es constante, esto indica que la
curvatura del rayo es 0, es decir el rayo es un segmento de recta. Si la velocidad
¢ es funcién lineal de la profundidad, z: ¢ = ¢y + ¢12, entonces (21) indica que
la curvatura es Conlstante, es decir el rayo corresponde a un arco de circulo de
radio R = (ﬂ = (pc1)~!. De la ecuacién (22) podemos también concluir

ds

que si el modelo de velocidad es creciente, la concavidad de los rayos es hacia
arriba; similarmente, si el modelo de velocidad es decreciente, la concavidad de
los rayos es hacia abajo, como se ilustra en la Figura 3.

7. El tiempo de transito y el desplazamiento horizontal [4]

Recordando que para un rayo en particular el parametro p es una constante,
que puede ser especificado por las condiciones iniciales, &ngulo y velocidad ini-
cial, de la ecuaciéon (21) se pueden deducir dos valores que son fundamentales
para la generacion posterior de los sismogramas sintéticos: el tiempo de transito
desde la fuente hasta un punto en la superficie y la distancia horizontal desde
la fuente hasta el punto de la superficie donde emerge el rayo.

@, 4 (dz) _dn
"4z OO ds \""ds ) T dz

Como
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Velocidad i
Z

///

Frentes de onda

Velocidad

/ rayos

///

Frentes de onda

Figura 3. Modelo de velocidades y curvatura de rayos.

entonces
. dx
sen i = — = ¢p,
ds P
de donde
dz
cosi:—:\/1—ser12i:\/1—c21027
ds
y por lo tanto
z
dx = ds sen i = -cp,
cos 1
¢
obteniéndose dz = - b = de. Dados los puntos fuente y de recepcion en la
—2p

superficie, esta ecuacion puede ser integrada en un intervalo de profundidad, lo
que permite hallar la distancia horizontal X (p) para el cual el rayo emerge a la

superficie,
2z max p
X(p)=2 ——dz, 24
w=2] (24)

siendo z max la méxima profundidad de penetracion del rayo. Similarmente se
puede calcular el tiempo de transito T

2z max 1
T=2 —dz. 25
| e %)
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Se puede expresar T en una forma desacoplada, o sea como la suma de un
tiempo de transito horizontal y vertical:

2z max

T=pX+2 Vy2 —p?dz, donde ~=1/c. (26)
0

En problemas concretos, los valores de T' y X se pueden conocer por medio de
mediciones. Para una estructura o modelo de velocidades desconocido se puede
plantear el problema inverso de reconstruir ¢(z, y, z) utilizando la ecuacion (24)
o la (25), resolviendo la ecuacion integral de Fredhlom de primera clase. Por
lo general este problema inverso es un problema “mal puesto”’, en el sentido
de la no estabilidad de la solucién, teniéndose que recurrir a algin proceso de
regularizacién.

Por el contrario, si se parte de un hipotético modelo del subsuelo, en este
caso el modelo de velocidades resolviendo las integrales (24) o (25), el modelo
propuesto es muy cercano al modelo real, si las mediciones de T" o X son muy
parecidas a los valores calculados por medio de las integrales. En caso de una
gran discrepancia, el modelo propuesto tiene que ser replanteado hasta lograr
que la discrepancia sea lo mas pequena posible.

8. Conclusién

En este trabajo se presentaron en forma resumida los rudimentos bésicos del
modelamiento sismico, haciendo énfasis en el método de trazado de rayos, donde
la ecuacion icénica es una aproximacion de la ecuacion de onda para estructu-
ras suavemente no homogéneas; en la actualidad existen muchos trabajos de
investigacion que apuntan a buscar técnicas de trazado de rayos en estructuras
complejas.

Uno de los problemas que tiene vigencia en estos momentos es el problema de
trazar un rayo entre dos puntos: fuente y receptor (two point seismic ray tracing
en inglés), problema de gran interés en sismica.

Desde el punto de vista matematico este es un problema tipico de ecuacio-
nes diferenciales con valor en la frontera. Los métodos méas usuales para este
problema son el método de disparo (Shooting method) y el método de flexiones
(Bending method). En el primer método se resuelve la ecuacion del rayo fijando
las condiciones iniciales del mismo, esperando que el rayo soluciéon pase por el
punto final; de lo contrario, se toman otras condiciones iniciales, cambiando el
angulo inicial; este proceso se repite hasta que se satisfagan las condiciones de
frontera.

En el segundo método se fijan los dos puntos (fuente y receptor), se toma un
camino inicial entre ellos, y se perturba dicho camino en forma iterativa hasta
que se satisfaga una condiciéon extremal del principio de Fermat.

Para estos métodos existen diferentes propuestas para la obtencion de algo-
ritmos 6ptimos, a fin de aumentar la rapidez de convergencia, asi como también
para que sean robustos en cuanto a la estabilidad de los resultados.
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