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Construcao de solucoes solitonicas das
equacoes de Einstein

GUILLERMO A. GONZALEZ*

Resumen

Se faz o estudo do Método do Espalhamento Inverso para a construgao de
solugoes das equagoes de Einstein no vazio. A construgao de solugoes para
o caso no qual a solugao particular é uma métrica diagonal é apresentada
brevemente. Finalmente, expressoes explicitas para solugoes com dois
sélitons sao apresentadas.

1 Introducao

Um problema importante na teoria da Relatividade Geral é a obtengao de
solugoes exatas das equacoes de Einstein que correspondam a configuracoes
de matéria fisicamente realistas. Porém, a obtencao de solugoes exatas é um
problema de alta complexidade, o qual s6 tem sido resolvido em casos simples
altamente simétricos. Dentro deste contexto, tem-se desenvolvido nas duas
ultimas décadas diversas técnicas para a obtencao de solugoes exatas, as quais
nao sé reproduzem importantes resultados ja conhecidos, mas também geram
novas solugoes [1].

O Método do Espalhamento Inverso, também chamado de Método Solitonico
ou Método da Vestimenta (“Vesture”), desenvolvido por Belinsky e Zakharov
[2, 3], é uma das mais eficientes técnicas para a geracao de solugoes as equagoes
de Einstein no vazio para o caso em que o tensor métrico sé depende de duas
variaveis. O Método do Espalhamento Inverso baseia-se na solucao explicita
de um sistema sobredeterminado de equactes diferenciais parciais acopladas
com coeficientes que dependem de uma solucao particular dada das equacoes
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de Einstein no vazio. Quando é aplicado ao caso de solugoes estacionarias com
simetria axial, o Método do Espalhamento Inverso tem provado ser de grande
utilidade para a obtencao de muitas novas solugoes, assim como também para
gerar quase todas as solugoes importantes conhecidas [4 - 10].

O objetivo do presente trabalho é o estudo do Método do Espalhamento In-
verso para a construcao de solucoes das equacoes de Einstein no vazio. O
plano geral do trabalho é o seguinte. Na secao 2 é apresentado um breve
resumo dos aspectos principais do método, seguindo o tratamento dado nas
referéncias [2, 3]. A construcao de solugodes solitonicas para o caso no qual a
solucao particular é uma métrica diagonal é apresentada brevemente na secao
3 seguindo as referéncias [3, 6]. Finalmente, na segao 4, expressoes explicitas
para solugoes com dois sélitons sao apresentadas com base em [6, 9]. Algu-
mas solugoes estaticas do tipo Weyl sao apresentadas em 4.1, e a solugao de
Kerr-NUT ¢ apresentada em 4.2.

2 O Método do espalhamento inverso
A métrica para um espaco-tempo axialmente simétrico pode-se escrever como
ds? = AN "P(dr? + d2?) + Gapda’dz®, (2.1)

onde z4 = (t,¢) e a matriz G4p é dada por

e® We?®
G=- < We@ W2€<I> _ R2ef¢° > ) (22)

de tal forma que det G = —R2.

As equacoes de Einstein no vazio levam ao seguinte sistema de equacoes difer-
enciais parciais

(RGAB,TGBC),T + (RGAB,ZGBC),Z :07
(nR), ¥, + (InR). ¥, = 2(nR),. — 3 Gap,G*E .,
(2.3)
(InR), ¥, — (nR). ¥, = (InR), — % Gap,G8,
- (lnR),zz + %GAB,zGAB727

onde ¥ = A — ®.
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Tomando o traco da primeira equagao no sistema anterior, obtemos a equagao
de Laplace em duas dimensoes,

Ry + Rz = 0, (2.4)
de modo que a func¢ao R(r, z) pode ser considerada como a parte real de uma

funcao analitica F(v) = R(r,z) +iZ(r,z), onde v = r + iz. A funcdo F(v)
define entao uma transformacgao conforme das coordenadas,

r — R(rz),
(2.5)
z = Z(r2),
de tal forma que a métrica (2.1) pode-se escrever como
ds?2 = eAD (AR 1+ d2%) + Gapdaida®, (2.6)

onde A(R, Z) = A(r,z) — In|F'(v)|?. As coordenadas (t,p, R, Z) sdo chama-
das de coordenadas de Weyl [11, 12].

Com a métrica escrita da forma anterior, as equagoes de Einstein (2.3) escrevem-
se como

(RGaprGPY) » + (RGapzGP%) z = 0, (2.7)
Ur = — & + 4= Tr{U?-V?},
) (2.8)
Uz = 55 Tr{UV}.

onde ¥ = A — @ ¢ as matrizes U e V estdo definidas através das relagoes
U = RG(RG*l , V. = RC{ZG*l. (2.9)

E f4cil verificar que a condi¢ao de integrabilidade do sistema sobredeterminado
de equagoes (2.8) estd garantida automaticamente se a matriz G satisfaz o
sistema de equagoes (2.7); assim, conhecendo uma solugao para o sistema (2.7),
a funcio A(R, Z) pode-se obter através da integracio das equacoes (2.8).

Das relagoes (2.9) e do sistema de equagoes (2.7) pode-se ver facilmente que
as matrizes U e V satisfazem o sistema de equacoes

Ur +Vz = 0,

Vr — Uz = %{[UV] + V},
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onde [U,V] = UV — VU. Vamos agora representar este sistema de equagoes
na forma de condicoes de compatibilidade para um sistema sobredeterminado
mais geral de equagbes matriciais [2, 3].

Sejam Dg e Dz operadores diferenciais lineares definidos como (ver [3])

2AR

Dr = 0Or + 77%2_'_)\28)\,
(2.10)
2)\?
Dz = 0z — ———_0
z T R TN

onde A é um parametro complexo independente das coordenadas R, Z. E facil
ver que o sistema (2.10) é completo; isto é, [Dr, Dz| = 0. Vamos considerar
a fungao matricial complexa (A, R, Z) e o sistema de equagoes diferenciais

RU + AV
Drtp = 127
RY REaa v
(2.11)
RV — \U
D - =77
zv REaa v

onde as matrizes U, V sao reais e ndo dependem do parametro A. As condigoes
de compatibilidade deste sistema sao equivalentes ao sistema (2.10).

Uma solugao do sistema (2.11) proporciona uma solugdo G das equagdes de
Einstein dada pelo valor da matriz ¢ para A = 0,

G(R,2) = (0, R, Z). (2.12)

Seja Gy uma solugao particular do sistema (2.7), com a qual podem ser obtidas
as correspondentes matrizes Uy, Vj e 9. Vamos procurar solucoes do sistema
(2.11) da forma

YANR,Z) = X(NR,Z)po(\, R, 2). (2.13)

A condicao de que a matriz G seja real é equivalente as condigoes (ver [2])

X)) = X0, o) = P\, (2.14)

onde a barra denota o complexo conjugado, enquanto que a condig¢ao de que
a matriz G seja simétrica leva a condigao (ver [2])

G = XNGXT(v) = X(v)GoXT(N), (2.15)
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onde o T denota a transposta e v = —R?/\.

Considerando que a matriz v satisfaz o sistema (2.11), obtém-se para a matriz
X o sistema de equacoes

DpX — <RU+AV>X B X(RUOJFM/O),

R? 4 A2 R? 4 A2
(2.16)
RV — AU RVo — AUy
DzX = |——— | X - X| ————
Z <R2+)\2> (R2+/\2 )
com as condigoes adicionais
X(0,R,2) = GGyt , X(00,R,2) = I, (2.17)

onde I é a matriz identidade.

3 Construcao de solucoes solitonicas

As solugoes solitonicas para a matriz G correspondem a presenca de podlos da
matriz X'(\, R, Z) no plano complexo do parametro espectral \, ver [2, 3].
Vamos considerar o caso geral, no qual a matriz X tem n podlos simples. A
matriz X'(\, R, Z) pode-se entao representar na forma

X:I+2Xk, (3.1)

onde as matrizes X e as fungoes pi s6 dependem das variaveis R e Z.

As fungoes pp sao determinadas através da substituicdo da expressao (3.1)
no sitema (2.16). Requerendo que no lado esquerdo das equagdes (2.16) nao
existam pdlos de segunda ordem nos pontos A = uy obtém-se para as fungoes
wr as equagoes (ver [3])

2R —2p3

kR = =55 5 HEZ = S5 5 (3.2)
R2 + 12 2

cujas solucoes podem ser escritas na forma

R, = \/(ak—Z)z—l-RQ,
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onde os oy sao constantes arbitrarias, geralmente complexas.

A relagao X (ug)X 1 (ur) = I implica que Xz X1 (uy) = 0; isto é, as matrizes
X}, sdo degeneradas e assim as suas componentes podem-se escrever como

(Xk)AB = n%)mg) (34)

Os vetores m(:) podem ser obtidos requerendo que as equagoes (2.16) sejam

satisfeitas nos polos A = ug, e os vetores n(:) podem ser determinados através
da relagao (2.17).

(k)

Os vetores m},’ podem ser exprimidos facilmente em termos de uma solucao
particular 1y das equagoes (2.11) introduzindo as matrizes

MW = g5t (R, 2), (3.5)
de forma que
k k k
my) = M{zmap, (3.6)

k) ~ cp 4o k
onde os m(()B) sao vetores constantes arbitrarios. Os vetores ng) podem ser

escritos como 0
") 'N
ny =3 D Na (3.7)
—1 227
onde os vetores Ngk) e a matriz I'y; estao dados por
k k
Nf(;) = (GO)ABm(B)7
(3.8)

(G )

R2 + pugpu

Iy =

A matriz Gy é uma solugao particular dada das equagoes (2.7). Claramente,
I';; é uma matriz simétrica.

A solugao G pode-se entao escrever como (ver [3, 6])

n -1 ) D
Gap = (Go)a — Y ()klﬂkﬁlB- (3.9)

k=1

Para garantir que a matriz G seja real, é preciso escolher as constantes ar-

bitrarias m(() 12 de tal forma que os vetores mi‘) correspondentes aos pdlos reais

A = ui sejam reais e que os vetores mff) e mff) correspondentes aos pdlos
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complexos conjugados A\ = i, € A = g = [ip sejam complexos conjugados um
do outro.

O determinante da matriz G' assim obtida estd dado por

n
det G = (=1)"R*" [ [ my” det G, (3.10)
k=1
de tal forma que G ndo satisfaz a condicdo det G = —R?. Para resolver este

problema definimos a matriz
G = RG (|detG|)~Y2, (3.11)

a qual satisfaz as equacdes (2.7) e, se det Go = —R? e n é um niimero par,
det G = —R2.

A integracao das equagoes (2.8) pode-se realizar explicitamente (ver [2, 3, 6])
e o resultado pode-se escrever na forma

n n
¥, =¥y +1In [R™/2detT H uZ“H(,uk — )2 +InCy, (3.12)
k=1 k>l

onde as (), sao constantes arbitrarias.

Vamos procurar solugoes 1y das equagoes (2.11) associadas com métricas dia-
gonais da forma

ds? = — e®di? + ¢ M [R2dp? + MR +d2%)],  (3.13)

onde as fungoes ®q e Ao dependem s6 das coordenas R e Z. As equacoes de
Einstein (2.3) neste caso sao equivalentes ao sistema

Do rr + %Por + Pozz =0,
] (3.14)
Ao =3 [R[(P2 5 — B2 2)dR + 2P0 g B0, zdZ].

Estas solucoes das equagoes de Einstein no vazio sao conhecidas como solucoes
de Weyl ou métricas de Weyl, ver [11, 12].

Dado que a matriz G para a métrica (3.13) é diagonal, pode-se considerar que
a funcao associada vy é também uma matriz diagonal. Supondo esta condicao,
as equagoes (2.11) levam ao sistema

(ROR — N0z + 2)\0)) det g = 2det 1)y,
(3.15)
(Raz + )\373) detyg = 0,
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com a condi¢ao det (0, R, Z) = —R2 Uma solucio é
detyg = A2 + 202 —R2 (3.16)

Uma solucao mais geral é obtida somando a anterior o termo cA, onde c é
uma constante arbitraria. Porém, tal termo s6 introduz uma redefinicao das
constantes arbitrarias no resultado final.

A matriz ¢y pode ser escrita como (ver [6])

e’ 0
Yo = — ( 0 detyoeF ) (3.17)

de tal forma que as equagoes (2.11) sdo equivalentes as equagoes

(R@R — X0z + 2)\8)\)F == R(I)()’R,
(3.18)
(Raz + A@R)F = R(I)O,Zv

com a condi¢do F(0,R,Z) = ®o(R, Z). A condicao de integrabilidade para
F é a primeira das equagoes (3.14).

Nas expressoes finais (3.9) para a matriz G e (3.12) para a funcio ¥ s6 é
preciso conhecer a matriz ¢y ao longo das trajetérias dos pélos A = py; assim,
para construir as solugoes solitonicas necessita-se conhecer apenas as funcoes
F, = F|)=p,. Considerando as equacoes (3.2) e (3.18), obtém-se para as
fungoes Fj, o sistema de equagoes

R Fyr — up Frz = R ®or,
(3.19)
R Fpz + pp Frr = R oz,

cuja solucao é

R
Fi = / %[(Mk‘,R(I)O,R — i, zP0,2)dR + (i rPo.z + i, zPo,r)dZ]. (3.20)

A existéncia da solucao (3.20) estd garantida pelo fato de que In py é solugao
da primeira das equagoes (3.14).

4 Solucoes com dois sélitons

Solugoes com dois sélitons sao definidas como aquelas solugoes obtidas usando
uma matriz X com dois pdlos, os quais sao reais ou complexos conjugados um
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do outro. As expressoes para a matriz G podem ser escritas na forma [6, 9]

O = [R(p2 = p)@Qu]* = [(R? + papin) Qo) (e®0)
Rz = )51 + (R + ) S27

G — ApgpaR(ar — a2)(pegeReTy — prgi RiTh)
e [R(n2 — 112)S1]% + [(R2 + 11 12) S22
(4.1)
_ [R(p2 — )P — [(R? 4 pape) Po)? 2 @,
Gop = 2 2 5 (FR%e™™),
[R(p2 — p1)S1]? + [(R? + pap2)Sa]
e a funcdo ¥ pode-se escrever como
s [R(p2 — p1)S1]* + [(R? + p1pa2) So]?
U =y 1 . 4.2
0o n{ w1 o R Ro (42)

As fungées Py, Qi, Si e T} estao dadas por

P = pipa(R?*/mp2)'? iYo + qua(papa/R*)MV? (Y1),
Py = piga(pa/m)? (Y1/Y2) — qupa(ua/p2)'/? (Ya/ Y1),
Q1 = pip2(uipe/RHVZY1Ys + qig2(R?/puape)? (Y1),

Qx = piga(pn/p2)'? (Y1/Ya) — qupa(pa/pa)'/? (Ya/ Y1),

S1 = pp1Ye + (Y1)l

Sy = p@eYi(Ya)' — apYo (Y1),
i = (m%)? — (@/Y1)%

T = (p2Y2)? — (q2/Y2)%

onde Yy, = (R/ux)"/? exp(F), — ®0/2), pr, = —(m((]?/Zak) e qr = mgf). Muitas
métricas conhecidas podem ser obtidas como casos especiais da expressao an-
terior para solugoes particulares ®y apropriadas, ver [6, 7, 8].

4.1 Solugoes estaticas de Weyl

Solugoes estaticas do tipo Weyl podem ser obtidas escolhendo as constantes
q1 = 0 e p2 = 0, de tal forma que G;, = 0. Considerando a solucao particular
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By=Ay=0, a solugdo pode-se escrever na forma (2.6) com

P = ln&,
2
(4.3)
i (pap2 + R?)
A = In 12 .
(1i +R?) (13 +R?)
As outras possiveis escolhas das constantes py e ¢ tais que G, = 0 sao
equivalentes como conseqiiéncia da relacao u;u; = —R2, onde os indices +

correspondem a escolha do sinal na expressao (3.3).

Dada a solugéao anterior, pode-se provar facilmente que a transformacao ® —
~P, A— 72/1 define uma nova solugao do tipo Weyl, onde v é uma constante
arbitraria. Escolhendo o sinal positivo na expressao (3.3) e re-escrevendo as
constantes oy, na forma

oy = Zy— o, ay = Zy+ o, (4.4)

onde Zy é uma constante real e o pode ser real ou imagindria, pode-se definir
as varidveis

Ri + Ry Ry — Rs
§ = oy n = ——F-—:
o 20

e considerar as trés possibilidades: ¢ # 0 real, o imaginaria ou o = 0.

(4.5)

4.1.1 Solugao de Zipoy-Voorhes

Quando a constante o é real, as variaveis £ e n correspondem as coordenadas
esferoidais prolatas, as quais estao relacionadas com as coordenadas de Weyl
através da relacao

RE=oX(2-1)(1-1),  Z- Z = oty (4.6)
1 <¢&<00, -1 <n<1. A solugdo pode-se escrever na forma
E-1
¢ = In ,
7 [5 +1

(4.7)
2
i e 61
A= [52—772]’
onde v é uma constante real. Esta solucao é conhecida na literatura como a
solugao de Zipoy-Voorhes (ver [13, 14]) ou a solugdo v de Weyl (ver [11, 12])

e representa o campo gravitacional de um buraco-negro deformado. Quando
~v =1 esta solugao é equivalente a solugao de Schwarzschild.
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4.1.2 Solucao de Bonnor-Sackfield

Quando a constante o é imaginaria, o = ik, as varidveis ( = £ e 1 correspon-
dem as coordenadas esferioidais oblatas, as quais estao relacionadas com as
coordenadas de Weyl através da relagao

R =r*(C+1)(1—n?), Z — Zy = (), (4.8)

onde 0 < (< ooe—1<n<1. A solugao pode-se escrever na forma

e
® = —iy IH[C—I—Z}’

(4.9)
< > +1
A = _,},2 In |:<2_’_772:| N

onde v é uma constante real. Esta solugao foi obtida inicialmente por Zipoy
[13] e Voorhes [14] e foi interpretada por Bonnor e Sackfield como a solugao
correspondente a um disco estético sem pressao, ver [15].

4.1.3 Solucao de Chazy-Curzon

Para o caso em que o = 0, pode-se fazer v — 7 /o e tomar o limite o — 0, de
tal forma que

Olnp
o = -2 : 4.10
" 5a (4.10)
A solugao obtida pode-se escrever como
-2

o = il ,

VR + (2 — Z)?
(4.11)

_ _,727?,2
[R?+(2 - 20>

onde 7 é uma constante real. Esta solucao é conhecida como a solucao de
Chazy-Curzon, ver [16, 17].

4.2 A solucgao de Kerr-NUT

A solugao com dois sélitons construida com base na solucao particular 5 =
Ay = 0, para o caso em que as constantes pr e qr sdo todas diferentes de
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zero, é equivalente a solugao de Kerr-NUT (ver [18, 19]), como se pode provar
diretamente através de uma transformacao das coordenadas, (ver [2, 3]).

Em termos das coordenadas esferoidais prolatas & e 7, a solugao pode-se escr-
ever na forma (ver [20])

o _ ln[ P22 4 ?n? — 1 ]
(P& 4+ u)? + (gn+v)? ]’

i | [p2£2+q2772—1]
pHE2—n?) |7
(4.12)
20 1 — 02 (up€ + vgn + 1
w o~ 204l ;72}(13622(177 ) ol
P pe&*+ g —1
onde
P = p1@2—q@p2 , 4 = pip2+ q1qo,
u = pig2+p2q1 , Vv = p1p2 — 4142,

com a condicao p? + ¢ = u?® +v? = 1.
A solugao pode-se escrever nas coordenadas (R, 6), chamadas de coordenas de
Boyer e Lindquist [21], através da transformagao

& = (R—m)fo , n = cosé,
p = o/Vm2+12 | q¢ = a/Vm?2+12 (4.13)
u = m/vm2+12 | v = l/Vm?+1?

com o2 = m? + 12 — a®. Esta solucio leva & solugdo de Kerr [1] quando I = 0,
a solugao de NUT [19] quando @ = 0 e & solu¢do de Schwarzschild quando
a =1 = 0. Os parametros m, a e [ chamam-se massa, parametro de Kerr e
parametro de NUT, respectivamente (ver [1]).
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