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Imagenes débilmente confluentes de la curva
sinusoidal del topdlogo

SERGIO MACIAS*

Resumen. FEn el presente trabajo se caracterizan las imagenes débilmente
confluentes de la curva del topologo. Se demuestra que si G es la curva
sinusoidal del topologo y f: & — Y es una funcién débilmente confluente,
donde Y es un continuo, entonces Y es o un arco, o una curva cerrada
simple, o una compactacion de [0, 00) cuyo residuo es un arco o una curva
cerrada simple. Mas aun, si Y es alguno de estos continuos y f: & = Y
es una funcion continua y sobreyectiva, se dan condiciones para que f sea
débilmente confluente.

1. Introduccién

Este trabajo esta basado en la tesis de maestria de Jeffrey A. Brooks [2]. Las funciones
confluentes fueron definidas por J. J. Charatonik en [3]. Posteriormente, A. Lelek gene-
ralizo este concepto y defini6 las funciones débilmente confluentes [8]. Para responder a
una pregunta de J. J. Charatonik, S. B. Nadler Jr. caracterizé las imagenes confluentes

de la curva sinusoidal del topologo [15].

El objetivo de este trabajo es caracterizar las imégenes débilmente confluentes de la
curva sinusoidal del topologo de la siguiente manera: Si & es la curva sinusoidal del
topologo y f: & — Y es una funcion débilmente confluente, donde Y es un continuo,
entonces Y es un arco, una curva cerrada simple o una compactacion de [0,00) cuyo
residuo es un arco o una curva cerrada simple. Més aiin, si Y es alguno de estos continuos
y f: & = Y es una funcién continua y sobreyectiva, daremos condiciones para que f sea

débilmente confluente.

Palabras y frases claves: Continuo, curva sinusoidal del topologo, funcién débilmente confluente,
rayo.
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100 SERGIO MAcias

2. Definiciones

Si (Z,d) es un espacio métrico, entonces dado un subconjunto A de Z, el interior de A
se denota como Intz(A), su frontera se denota por Frz(A) y su cerradura como Clz(A).
El simbolo R denotaré el conjunto de los ntimeros reales.

Sea {X,,}52; una sucesion de espacios métricos. Para cada nimero natural n, sea
gt X, 11 — X, una funcién continua. A la doble sucesion {X,, gn 1}

y funciones se la llama una sucesion inversa. A las funciones g

de espacios
n+1

7t se las llama funcio-

nes de ligadura. El limite inverso de la sucesién inversa {X,, i1}, se denota por

lim{X,, g"*!} y se define como
—

lﬂll{‘-(nvgz 1} = (Zn)n71 S I I Xn gZ 1($n+1) = Iryn para cada n
—
n=1

, o ., .,
Dado un namero natural m, sea my,: [[,_; Xn — X, la funciéon proyeccion. La res-

triccion 7 |17y, (Xo,gn 1} la denotaremos por g,,. Para mayor informaciéon sobre limites
lim :
inversos, se puede consultar el Capitulo 2 de [10].

Un arco es un espacio homeomorfo al intervalo [0, 1] con su topologia usual. Los puntos
extremos de un arco son las imagenes de 0 y 1 bajo cualquier homeomorfismo. Un rayo
es un espacio homeomorfo al intervalo [0, 00), también con su topologia usual. El circulo
es el espacio 8! = {(z,y) € R? | 22 + 42 = 1}. Una curva cerrada simple es un espacio
homeomorfo a §1.

Dados dos espacios métricos Y y Z, una homotopia entre Y y Z es una funcion continua
H:Y x[0,1] — Z. Decimos que dos funciones f,g: Y — Z son homotdpicas si existe
una homotopia G: Y x [0,1] — Z tales que G((y,0)) = f(y) vy G((y,1)) = g(y) para
toda y € Y. El espacio Y es contraible si la funcion identidad de Y es homotopica a una

funcién constante.

Un continuo es un espacio métrico, compacto, conexo y no vacio. Un subcontinuo de un
espacio Z es un subconjunto A de Z que es un continuo. Un continuo X es arcoconexo
si para cualesquiera dos puntos z; y x2 de X, existe un arco en X con x; y x2 como sus
puntos extremos. Un continuo arcoconexo es dnicamente arcoconexo si no tiene curvas
cerradas simples. Un continuo X es unicoherente si cada vez que tomemos a X = KU L,
donde K y L son subcontinuos de X, se tiene que K N L es conexo. El continuo X es
hereditariamente unicoherente si todos sus subcontinuos son unicoherentes. Un dendroide

es un continuo arcoconexo y hereditariamente unicoherente. Una dendrita es un continuo
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Imagenes débilmente confluentes de la curva sinusoidal del topdlogo 101

localmente conexo sin curvas cerradas simples.

Sean X un continuo y K y L dos subcontinuos de X tales que X = K U L. Definimos
r(K, L) como el nimero de componentes de K N L. El grado de multicoherencia de X,

denotado 7(X), se define como el nimero
r(X) =sup{r(K,L) | K y L son subcontinuos de X con X = K UL} — 1.

Observemos que es posible que r(X) = co.

Sean X un continuo, Z un subcontinuo de X y A y B dos subconjuntos cerrados y
no vacios de X. Decimos que Z es irreducible entre A y Bsi ZNA# 2, ZNB#Jy

ningin subcontinuo propio de Z tiene esta propiedad.

Si X y Y son continuosy f: X — Y es una funciéon continua, entonces f es confluente si
para cada subcontinuo @ de Y y cada componente K de f~1(Q), se tiene que f(K) = Q.
Diremos que f es débilmente confluente si para cada subcontinuo @) de Y, existe un
subcontinuo K de X tal que f(K) = Q. Decimos que f es mondtona si para cada

subconjunto conexo C de Y, se tiene que f~(C) es un subconjunto conexo de X.

Sean X y Y dos continuos, ¢ > 0y f: X — Y una funcién continua y sobreyectiva.

Decimos que f es una e-funcion si para cada y € Y, se tiene que didm(f~1(y)) < e.

Dado un continuo X, una cadena es una coleccion finita € = {C4,...,C,} de subcon-
juntos no vacios de X tales que C; N C, = @ si |j — k| < 1. A los elementos de C se las
llama eslabones de la cadena. Si los elementos de € son abiertos, entonces diremos que €
es una cadena abierta. Ademas, si € es una cadena abierta y € es un niimero real positivo
tal que diam(Cy) < € para cada k € {1,...,n}, entonces € es una e-cadena. Un continuo
X es encadenable si para cada € > 0, existe una e-cadena que cubre a X. Sean X un
continuo encadenable y p y ¢ dos puntos de X. Decimos que p y ¢ son puntos extremos
opuestos (en el sentido de Bing [1, pag. 661]) si para cada € > 0 existe un e-cadena que

cubre a X cuyo primer eslabon tiene a p y su ultimo eslaboén tiene a q.

Dado un continuo X, una cadena circular es una coleccion finita € = {Cy,...,C,} de
subconjuntos no vacios de X tales que C; NCp =@ si|j—k| <16 |j—kl=n—1.85i
los elementos de € son abiertos entonces diremos que C es una cadena circular abierta.
Ademas, si C es una cadena circular abierta y £ es un namero real positivo tal que
diam(Cy) < e paracada k € {1,...,n}, entonces € es una e-cadena circular. Un continuo
X es circularmente encadenable si para cada € > 0 existe una e-cadena circular que cubre
aX.
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102 SERGIO MACIAS

Un continuo X es llamado susliniano si cualquier familia de subcontinuos de X dis-

yuntos dos a dos es a lo mas numerable.

Un triodo es un continuo que se puede escribir como la unién de tres subcontinuos
tales que la parte comun de los tres es un subcontinuo propio de cada uno de ellos vy,
ademas, es la parte comin de cualesquiera dos de ellos. Un triodo simple es un continuo
que consta de tres arcos, los cuales sélo tienen uno de sus puntos extremos en comin.
Un triodo semisimple es un continuo X que es la unién de un rayo H y un arco A tales
que HNA =@y Clx(H)\ H es un subarco o un punto de A que no contiene ningtin
punto extremo de A. Notemos que un triodo simple es un caso particular de un triodo

semisimple. Un continuo es atriddico si no contiene triodos.

ﬁ={<x,sen<l))eR2‘0<x§g}7
xT m

I={0yerR?| —1<y<1}

Sean:

G=3JUsh.

Notemos que & es un continuo; este continuo es el que se denomina la curva sinusoidal

del topdlogo.
3. Resultados preliminares

Demostraremos los resultados sobre funciones débilmente confluentes que nos serviran

para el resto del trabajo.

Teorema 3.1. Sean X y Y dos continuos y f: X — Y una funcion continua. Entonces f

es débilmente confluente si y solo si para cada subcontinuo Q deY existe una componente

K de f~1(Q) tal que f(K) = Q.

Demostracion. Supongamos que f es débilmente confluente. Sea @ un subcontinuo de
Y. Por hipoétesis, existe un subcontinuo L de X tal que f(L) = Q. Notemos que esto
implica que L C f~1(Q). Sea K la componente de f~1(Q) que contiene a L. Entonces
fK) =Q.

La otra implicacion es clara. v

Teorema 3.2. Si X, Y y Z son tres continuos, f: X =Y yg: Y — Z son dos funciones

débilmente confluentes entonces go f: X — Z es débilmente confluente.
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Imagenes débilmente confluentes de la curva sinusoidal del topdlogo 103

Demostracion. Sea ) un subcontinuo de Z. Como g es débilmente confluente, existe
un subcontinuo L de Y tal que g(L) = Q. Como f es débilmente confluente y L es un
subcontinuo de Y, existe un subcontinuo K de X tal que f(K) = L. De donde se sigue
que go f(K)=g(f(K))=g(L) = Q. Por tanto, g o f es débilmente confluente. v

Teorema 3.3. Si X, Y y Z son tres continuos, f: X =Y yg: Y — Z son dos funciones
continuas tales que go f: X — Z es débilmente confluente, entonces g es débilmente

confluente.

Demostracion. Sea ) un subcontinuo de Z. Como g o f es débilmente confluente, existe
un subcontinuo K de Z tal que go f(K) = Q. Entonces f(K) es un subcontinuo de Y
tal que g(f(K)) = Q. Por tanto, g es débilmente confluente. v

Lema 3.4. Si Z es un continuo y f: X — [0,1] es una funcidn continua y sobreyectiva,

entonces [ es débilmente confluente.

Demostracion. Sea [a,b] un subcontinuo de [0, 1]. Definimos K = {(z, f(2)) | z € Z}.
Claramente K es un subcontinuo de Z x [0, 1]. Supongamos que K N(Z x [a, b]) no contiene
un subcontinuo irreducible entre K N (Z x {a}) y K N (Z x {b}). Entonces existen dos
subconjuntos cerrados y no vacios Py R de KN(Z x[a, b]) tales que KN(Z x|a,b]) = PUR,
Kn(Zx{a})c Py Kn(Zx{b}) C R[16, 5.2]. Sean

P'=PU [w[—o}l]([o, a]) N K] y R =RU [w[—o}l]([b, 1)) N K] :
donde 7o 47: Z x [0, 1] — [0, 1] es la funcion proyeccion. Observemos que esto implica que
K = P'UR/, lo cual es una contradiccion, ya que P’ y R’ son dos subconjuntos cerrados,
disyuntos y no vacios de K, y K es conexo. En consecuencia, existe un subcontinuo
irreducible L de KN(Z x [a,b]) entre KN(Z x{a})y KN(Zx{b}).Seawz: Zx[0,1] = Z
la funcion proyeccion. Notemos que f(wz(L)) es un subcontinuo de [a, b] tal que {a,b} C
f(mz(L)). De donde f(nz(L)) = [a,b]. Por tanto, f es débilmente confluente. v

Teorema 3.5. Sean X un continuo encadenable y Z un continuo. Si
f:Z —= X es una funcion continua y sobreyectiva, entonces f es débilmente

confluente.

Demostracion. Sea f: Z — X una funcién continua y sobreyectiva. Como X es encade-

n+11 donde cada g"t! es sobreyectiva [10, 2.4.22].

nable, X es homeomorfo a lim{[0, 1], g7 "
—

Supondremos que X = lim{[0, 1], gn*1}.
—
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Sea @ un subcontinuo de X. Notemos que Q = lim{g,(Q), gn**
—

gnir (@} (10, 2.1.20].

Por el Lema 3.4, cada g, o f es una funciéon débilmente confluente. Asi que, como ¢,,(Q)
es un subcontinuo de [0, 1], para cada nimero natural n, existe un subcontinuo K,, de Z
tal que gn, o f(K,) = gn(Q). Como la familia de subcontinuos de Z es un espacio métrico
y compacto [10, 1.8.5], existe una subsucesion {K,,}32; de {K,}>2, que converge a un
subcontinuo K de Z. Como X es homeomorfo a 1(i£1{[0, 1], gni™'} [10, 2.1.38], sin pérdida

de generalidad, supondremos que K es el limite de la sucesion {K,}52 ;.

Sea q € Q. Para cada niimero natural n, existe z,, € K, tal que g0 f(2n) = gn(q). Sea z
un punto de acumulacién de la sucesion {z, }52 ;. Mostraremos que f(z) = ¢. Supongamos
que f(z) # q. Entonces existe un nimero natural N tal que gy o f(z) # gn(q). Asi que,
existe un abierto U de [0,1] tal que gy o f(2) € U y gn(q) € U. En consecuencia,
f~Y(g5"(U)) es un subconjunto abierto de Z que tiene a z. Como z es un punto de
acumulacion de {z,}22 , existe un ntmero natural m > N tal que z,, € f~ (g5 (U)).

De aqui se obtiene que:

gn(q) = gN © gm(q) = gN © gm © f(2m) = gn o f(zm) €U,

lo cual es una contradiccion. Por tanto, f(2) = ¢y Q C f(K).

Ahora, sea z € K. Como {K,}52; converge a K, para cada numero natural n, existe
zn € K, tal que la sucesion {z,}>2, converge a z. Sea n un numero natural. Entonces
gn © f(zn) € gn(Q). Para cada niimero natural n, sea z,, € g, (gn © f(2)) N Q. Sea
2 un punto de acumulacion de {z,}>2 ;. Mostraremos que f(z) = z. Supongamos que
f(2) # x. Entonces existe un ntimero natural Ny tal que gn, o f(z) # gn, (x). De donde
existen dos abiertos disyuntos V' y W de [0, 1] tales que gn, o f(2) € V y gn, (x) € W.
Observemos que f_l(gg,ll(V)) es un abierto de Z que tiene a z y g;,ll(W) es un abierto de
X que tiene a 2. Como {z,}52; converge a z, existe un namero natural N > N tal que
sin > N, entonces z, € ffl(g;,ll(V)). Como z es un punto de acumulacion de {z,, }52;,
existe un ntmero natural m > N tal que x,, € gK,ll (W). Esto es, gn, (xm) € W. Por otro

lado, tenemos que

gn, (Tm) = gﬁl 0 gm(Tm) = g?vql o f(zm) €V,

lo cual es una contradiccion, ya que VNW = &. Asi que f(z) = «. Por tanto, f(K) = Q

y f es débilmente confluente. v
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4. Funciones débilmente confluentes en continuos atriédicos

Probaremos que la imagen débilmente confluente de un arco es un arco o una curva
cerrada simple (Corolario 4.2). También caracterizaremos a los continuos arcoconexos sin

triodos semisimples (Teorema 4.4).

Teorema 4.1. Sean X un continuo atriédico y susliniano y'Y un continuo. Si f: X =Y

es débilmente confluente, entonces Y es atriddico.

Demostracion. Supongamos que Y contiene un triodo T, donde T = AUBUC y Q =
ANBNC = ANB = ANC = BNC. Seana € A\Q, b € B\Qy ¢ € C\Q. Por conveniencia,
supondremos que d(a, BUC) = d(b,AUC) = d(¢, AU B) = 1. Para cada € € (0, 1], sean
V@) = {y €Y | dy,Q) <e}, a. € Fry(Q)N A, b. € Fry(QNBy c. € Fry(Q)NC.
Ademas, sean A, B, C. y T. subcontinuos de A, B, C'y T, respectivamente, tales que
{a:}UQ C A, {b:}UQ C B, {c.}UQ C C. y T. = A. U B UC: (la existencia de estos
continuos se sigue de [16, 5.5]).

Para cadae € (§,1], sea T/ la componente de f~(T%) tal que f(77) = T. (Teorema 3.1).
Sean al € f~Ha)NTL b € f71be)NTLy . € f (c:) NT.. Ademés, sean K.(A) la
componente de f_l(Ag\V% (Q)) que tiene a a’, K (B) la componente de f_l(Bg\V% (@))
que tiene a b. y K.(C) la componente de f~1(C: \V1(Q)) que tiene a c;. Observemos
que K. (A)UK.(B)UK.(C) C T! y que cada K.(A), K.(B) y K-(C) es no degenerado,
va que si D € {A, B,C} entonces K.(D) N f~Y(Cly (V.(Q)) # 2 [16, 5.4].

Para cada ¢ € (i 1) y cualesquiera o, 8y v € (g,1], se tiene que T/ N K,(A) = & o
TN Kp(B) =@ o T. N K,(C) = &; pues de otro modo, T, U K,(A) U Kg(B) U K,(C)
seria un triodo en X. De aqui se sigue que para cada € € (i, 1) existe D € {A,B,C}
tal que si 0 € (g,1], entonces T/ N Ks(D) = @. Sin perder generalidad, supondremos
que existe un subconjunto no numerable E de (i, 1) tal quesie € By a € (g1],
entonces T/ N K,(A) = @. Entonces {K.(A) | € € E} es una coleccion no numerable de
subcontinuos disyuntos dos a dos y no degenerados de X. Lo cual implica que X no es

susliniano. Esto es una contradicciéon. Por tanto, Y es atriodico. ]

Corolario 4.2. La imagen débilmente confluente de un arco es un arco o una curva cerrada

simple.

Demostracion. Sean X un arco, Y un continuo y f: X — Y una funcién débilmente

confluente. Notemos que Y es localmente conexo [16, 8.16]. Como X es un arco, es facil
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demostrar que X es susliniano. Asi que, por el Teorema 4.1, Y es atriédico. Por [16, 8.40],

Y es un arco o una curva cerrada simple. v

El Teorema 2 de [18] (Teorema 4.4) nos da una caracterizacion particularmente simple

para los continuos arcoconexos. Para demostrarlo, necesitamos el siguiente

Lema 4.3. Un continuo unicamente arcoconexo y que mo contiene triodos semisimples
es un arco o un continuo circularmente encadenable y arcoconexo que no es una curva

cerrada simple.

Demostracion. Sea X un continuo tnicamente arcoconexo que no contiene triodos semi-
simples. Dados dos puntos x1 y x2 de X, a(x1,z2) denotara al dnico arco en X cuyos

puntos extremos son x1 y x2. Dividiremos la prueba en varias partes.

Parte (1). Si a y 8 son dos arcos en X tales que «N 3 # &, entonces aU B es un arco

en X.

Para ver esto, observemos que aU 3 es un continuo localmente conexo [16, 8.16]
sin curvas cerradas simples. Asi que, a U 8 debe de ser una dendrita. Como X no
tiene triodos semisimples, a U 8 no contiene triodos simples. Por tanto, o U 3 es

un arco.

Parte (2). Si Y es un subespacio arcoconexo de X que no esta contenido en un arco
de X, entonces Y contiene una imagen continua e inyectiva de [0, 00) que no estd

contenida en un arco de X.

Para probar esto, sea D = {x,}72, un subconjunto denso y numberable de
Y, en donde x, # x,, si n # m. Para cada nimero natural n > 2, sea
op = U?zl a(x1,z;). Notemos que, por la Parte (1), cada o, es un arco. Sea
x € o2 \ {1, 22}. Entonces, para cada n > 2, x divide a o, en dos subarcos o),

y ol que tienen a x como uno de sus puntos extremos. Estos subarcos son esco-

/

gidos de tal manera que o), C o/,

41 Y que o) C o/, . Supongamos que |J>7 , o),
esta contenido en un arco B’ de X y que |J, -, o/ esta contenido en un arco B”
de X. Entonces (U~ 05,) U (U,—, o}) esta contenido en el arco B’ U B” (como
x € B'N B”, por la Parte (1), B'U B” es un arco). Como D es denso en Y y
D c (U,Z,0h)U(Us—, o), se tiene que Y C B’ U B”, lo cual es una contradic-

ci6n. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que |J;-; o7/ no esté contenido
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o o0 . . . .
en un arco. No es dificil probar que [ J,_; o], es una imagen continua e inyectiva

de [0, 00).

Parte (3). Sean f: [0,00) — X una funcién continua e inyectiva y A = f([0, 00)).
Siz e X\ {f(0)}, entonces a(z, f(0)) y A satisfacen alguna de las siguientes

condiciones:

(a) afz, f(0)) C 4;
() alz, f(0)) N A= {f(0)}, 6
() ACalz, f(0).

Més atin, si (a) 6 (b) se satisfacen, entonces a(z, f(0)) U A es también una imagen

continua e inyectiva de [0, c0).

Para demostrar que alguno entre (a), (b) 6 (¢) se debe cumplir, primero notemos
que si z € A, entonces existe una ¢t € [0,00) tal que f(t) = z. Como X es
inicamente arcoconexo, se tiene que a(z, f(0)) = f([0,t]) C A;i.e., (a) se cumple.
Ahora supongamos que z € X \ A y que (b) no se cumple. Entonces existe tg €
(0,00) tal que f(to) € a(x, f(0)). Como f(0) es un punto extremo de a(z, f(0))
y x € X\ A, se tiene que {t € (0,00) | f(t) € a(x, f(0))} no esta acotado
superiormente (si estuviera acotado superiormente, a(z, f(0)) U A contendria un
triodo simple). Como X es tnicamente arcoconexo, si s,t € (0,00) son tales que
s<ty f(s), f(t) € a(z, f(0)), entonces f([s,t]) C a(z, f(0)). De aqui se sigue que
A C az, f(0)). Esto termina la prueba de que alguno de (a) (b) 6 (¢) se cumple.
El hecho de que si (a) 6 (b) se cumple entonces a(z, f(0)) U A es una imagen

continua e inyectiva de [0, 00) es claro.

Parte (4). Sean g: R — X una funcién continua e inyectiva y G = g(R). Entonces
g((—00,0]) esta contenido en un arco en X 6 g([0,00)) esta contenido en un arco

en X.

Para ver esto, primero observemos que G # X, pues de otro modo, por [17, pag.
9], X contendria a un triodo semisimple. Asi que podemos tomar x € X \ G.
Consideremos el arco a(x,g(0)). Por la Parte (3) y el hecho de que x € X \ G,
terminarfamos la prueba si mostramos que a(x, g(0)) Ng((—o0,0]) # {g(0)} o que
a(z,9(0)) Ng([0,00)) # {g(0)}. Supongamos que a(z, g(0)) N g((—oc,0]) = {g(0)}
y que a(z,g(0)) Ng([0,00)) = {g(0)}. Entonces T = «(z, g(0)) U g([—1,1]) es un
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triodo simple en X, lo cual es una contradicciéon al hecho de que X no contiene

triodos semisimples.

Parte (5). Dadas dos imagenes disyuntas continuas e inyectivas de [0,00) en X, alguna

de ellas esta contenida en un arco en X.

Sean f1, f2: [0,00) — X dos funciones continuas e inyectivas diferentes, A; =
f1([0,00)) ¥y Az = f2(]0,00)). Como Ay N Ay = &, el inciso (a) de la Parte (3) no
se cumple para a(f1(0), f2(0)) y ninguno de los rayos A; o As. Si el inciso (¢) de
la Parte (3) se cumple para a(f1(0), f2(0)) y alguno de A; 6 As, entonces hemos

terminado. Por tanto, supongamos que

a(f1(0), f2(0)) N A; = {f;(0)}

para cada j € {1,2}. Bajo estas hipotesis, es claro que a(f1(0), f2(0)) U A3 U A
es una imagen continua e inyectiva de R. Ahora, el resultado se sigue de la Parte
(4)-

Para terminar la demostracién del lema, supongamos que X no es un arco. Enton-
ces le podemos aplicar la Parte (2) a X y concluir que existe una funcién continua
e inyectiva g: [0,00) = X tal que S = ¢([0,00)) no esta contenido en un arco en
X. Por la Parte (3) y el hecho de que S no estd contenido en un arco en X, se
tiene que si z1,x2 € X \ S, entonces a(x1,z2)NS = & (aqui aplicamos la Parte (3)
aa(zj,g(t), j€{1,2}y g([t,0)) si t € a(z1,x2)). Notemos que X \ S no puede
ser un solo punto {p}; si esto fuera cierto, entonces la Parte (3) y el hecho de que
S no esta contenido en un arco en X implicarian que a(p, g(0)) NS = {g(0)}, lo
cual es una contradiccion. De donde X \ S es un subconjunto arcoconexo de X 6
X \ § = @. Pero ahora podemos concluir que X \ S esta contenido en un arco en
X, pues de otro modo podriamos aplicar la Parte (2) a X \ S para obtener una
imagen continua e inyectiva, E, de [0, 00), tal que E no esté contenido en un arco
en X (como ENS = &, esto contradiria la Parte (5)). Asi que, sea «(z1,22) un

arco de X tal que X \ S C a(z1, 22). Notemos que
SUa(z1,22) = X. *)

Consideremos dos casos que involucran a z1, 29 y a S. Primero, supongamos que
alguno de los puntos z; 6 z2 no pertenece a S. Sin perder generalidad, supondre-

mos que z; no pertenece a S. Entonces, aplicando la Parte (3) a a(z1,9(0)) y a
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S, obtenemos que «a(z1,¢(0)) NS = {g(0)}. En consecuencia, por la Parte (3),
a(z1,9(0)) U S es una imagen continua e inyectiva de [0,00) bajo una funcion k
(observemos que k(0) = z1). También tenemos que «a(z1,9(0)) US = X, porque,
si no fuera cierto, entonces, por (*), zo € a(z1,¢(0)) U S y asi, aplicando la Parte
(3) a a(z2,k(0)) v a k([0,00)), tendriamos que «(z1,9(0)) N a(z1,22) = {21}, lo
cual contradice (*) pues z; # ¢(0). Por consiguiente, X es una imagen continua e
inyectiva de [0, 00). Ahora, supongamos que {z1,22} C S. Asi que a(z1,22) C S
también. Lo que implica que X \ S = &; esto es, X = S y, otra vez, X es una
imagen continua e inyectiva de [0,00). Por tanto, en cualquier caso, hemos pro-
bado que X es una imagen continua e inyectiva de [0,00). Como X no contiene
triodos semisimples, por [17, pag. 9], se tiene que X es un continuo circularmente
encadenable y arcoconexo. Como X es tinicamente arcoconexo, X no es una curva

cerrada simple. ]

Teorema 4.4. Un continuo X es arcoconexo y no contiene triodos semisimples si y solo

st X es un arco o un continuo circularmente encadenable y arcoconezo.

Demostracion. Sea X un continuo arcoconexo que no contiene triodos semisimples. Su-
pongamos que X contiene una curva cerrada simple C'y que existe un punto p € X \ C.
Como X es arcoconexo, existe un arco v en X tal que sus puntos extremos son p y algin
punto de C. Claramente, C' U~ contiene un triodo simple, lo cual contradice la hipotesis
de que X no contiene triodos semisimples. Por tanto, X es tinicamente arcoconexo. Aho-
ra, por el Lema 4.3 se tiene que X es un arco o un continuo circularmente encadenable

y arcoconexo.

La implicacion inversa se sigue de que los continuos circularmente encadenables son

atriodicos [10, 2.1.447]. ]

5.  Funciones débilmente confluentes sobre continuos circularmente
encadenables y arcoconexos

Mostraremos que una curva cerrada simple es el tnico continuo circularmente encade-

nable y arcoconexo que es una imagen débilmente confluente de & (Teorema 5.8).

Empezaremos enunciando un teorema que nos indica dos maneras diferentes de cons-
truir continuos (circularmente) encadenables. Este resultado es consecuencia de [12, Teo-

rema 2|:
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Teorema 5.1. Si X es un continuo, entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) X es (circularmente) encadenable;

(2) X es homeomorfo a lim{[0,1], fn™} (im{8*, f2*1}), donde cada funcion fi+! es
— —

continua y sobreyectiva;
(3) para cada € > 0, existe una e-funcion f: X — [0,1] (f: X — 8').

El siguiente resultado nos presenta como son las componentes por arcos de un conti-
nuo encadenable cuando éste tiene exactamente dos de ellas. Una demostracion de este

teorema se puede encontrar en [14, Teorema 1].

Teorema 5.2. Si un continuo encadenable tiene exactamente dos componentes por arcos,

entonces una de ellas es un arco y la otra es un rayo.

Teorema 5.3. Sean {D,, f"1}%, wuna sucesion inversa de dendroides y X =

n=1
lim{D,, f~+1}. Entonces:
—
(1) Si X es arcoconexo, entonces X es un dendroide o un conjunto de un solo punto.

(2) Si X es localmente conexo, entonces X es una dendrita o un conjunto de un solo

punto.

(3) Si para cada nimero natural n, D, es una dendrita y f*+! es mondtona y sobreyec-

tiva, entonces X es una dendrita o un conjunto de un solo punto.

Demostracion. Observemos que, por [10, 2.1.26], X es un continuo hereditariamente
unicoherente. Por tanto, (1) se cumple. También se prueba (2), ya que una dendrita
es un dendroide localmente conexo. Para ver que se cumple (3), notemos que, por [10,

2.1.20], X = lim{ f, (X), f**

fas1(X))s donde para cada n, fott fas1(X) €8 sobreyectiva.
No es dificil ver que, como cada D, es hereditariamente unicoherente, cada funcion
S, 1 (x) es monbtona. Por tanto, X es localmente conexo [10, 2.1.14]. Ahora, (3) se

sigue de (2). v

Lema 5.4. Si X es un dendroide que no es un arco, entonces X contiene un triodo

simple.
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Demostracion. Sea X un dendroide. Observemos que si dos arcos se intersecan entonces
Su unién es un arco o contiene un triodo simple. Supongamos que X no contiene un triodo.
Entonces un subconjunto denso y numerable de X puede ser usado para construir una
sucesion mondtona creciente de arcos cuya union es densa en X. Por [9, pags. 13 y 14]

esa unién debe de estar contenida en un arco, de donde se obtiene que X es un arco. ©

Teorema 5.5. Sean {[0,1], fnT1}°°, wuna sucesion inversa de arcos y X =
Iim{[0,1], f7*1}. Si X es arcoconezo, entonces X es un arco o un conjunto de un solo
p

punto.

Demostracion. Por Teorema 5.3, X es un dendroide o un conjunto de un solo punto.
Supongamos que X no es un arco ni un conjunto de un solo punto. Entonces, por el
Lema 5.4, X contiene un triodo simple, pero esto contradice el hecho de que los continuos
encadenables son atriddicos [10, 2.1.41]. Por tanto, X es un arco o un conjunto de un

solo punto. ]

Teorema 5.6. Sean {8!, frT1}2° | wuna sucesion inversa de circulos con funciones de

ligadura sobreyectivas y X = lim{8!, f**1}. Si X es arcoconexo, entonces
—

(1) X es una curva cerrada simple, o

se puede expresar en la forma , donde A es un arco, es un continuo

2) X d l AUC, donde A C ti
encadenable con exactamente dos componentes por arcos y AN C consta de los dos
puntos extremos de A. Mds atin, los dos puntos de ANC' son puntos extremos opuestos

de C.

Inversamente, un continuo que satisface (1) ¢ (2) es arcoconexo y es homeomor-
fo al limite inverso de una sucesion inversa de circulos con funciones de ligadura

sobreyectivas.

Demostracion. Primero observemos que X es atriodico [10, 2.1.44] y que todo subcon-
tinuo propio de X es encadenable [10, 2.1.43]. Por [10, 2.1.45], »(X) < 1. Supongamos
que r(X) = 0. Entonces, como todo subcontinuo de X es encadenable, X es hereditaria-
mente unicoherente [10, 2.1.28]. De donde se tiene que X es un dendroide. Como X es
atriodico, por el Lema 5.4, X es un arco. Pero, claramente, X no puede ser un arco. De
donde se sigue que r(X) = 1. Supongamos que E yF' son dos subcontinuos de X tales

que FUF = X y que DN F no es conexa. Entonces, como todo subcontinuo propio de
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X es encadenable, por los Teoremas 5.1 y 5.5 y [10, 2.1.20], se tiene que E y F son arcos.
En consecuencia, como F N F no es conexa, U F contiene una curva cerrada simple S.
Ahora, como todo subcontinuo propio de X es encadenable y X es atriodico, resulta que

S = X, lo que prueba que X es una curva cerrada simple.

De ahora en adelante, supondremos que F' no es arcoconexo. Supongamos que F' tiene,
por lo menos, tres componentes por arcos. Sean Fy, Fy y F3 tres componentes por arcos
distintas de F. Sean 8 un arco con sus puntos extremos en F; en Fy, y v un arco que
comparte uno de sus puntos extremos con el punto extremo de 3 en Fs y el otro punto
extremo en F3. Si S U~y = X, entonces la no unicoherencia de X implicaria que X
contiene, de hecho, es igual a, una curva cerrada simple; lo que contradiria la hipdtesis
de que F no era arcoconexo. Por consiguiente, SU~ es un subcontinuo propio de X. Como
todo subcontinuo propio de X es encadenable, por los Teoremas 5.1 y 5.5 y [10, 2.1.20],
B U~ es un arco. Ahora, como cada componente de F N (5 U~) es un subcontinuo de
BU~, tales componentes son arcos. En consecuencia hay, por lo menos, tres componentes,
de donde r(F N (BU~7)) > 2, lo que contradice el hecho de que r(X) = 1 (claramente,
como F' N (B U~) no es unicoherente y cada subcontinuo propio de X es encadenable y,
por consiguiente, unicoherente [10, 2.1.28], se tiene que F'N (fU~v) = X). Como F no
es arcoconexo, hemos demostrado que F' tiene exactamente dos componentes por arcos.

Como F' es un subcontinuo propio de X, F' es encadenable.

Sea C = F. Por el Teorema 5.2, una de las componentes por arcos de C es un arco
y la otra es un rayo. Denotemos por I la componente por arcos que es un arco y por
H la componente por arcos que es un rayo. Sea h el punto extremo de H. Sea a un
arco en X tal que h es uno de sus puntos extremos y el otro punto extremo esta en I.
Como X es atriodico y H no esta contenido en un arco en X, se tiene que a N H = {h}.
También resulta que N I es un arco o un punto que incluye, por lo menos, un punto
extremo de I. Si aw N I s6lo incluye un punto extremo de I, entonces sea e este punto
extremo. Si o N I incluye los dos puntos extremos de I, sea e el punto extremo de I que
es un punto de corte de a. Sea A el subarco de « que tiene a h y a e como sus puntos
extremos. Claramente, C' N A consiste, exactamente, de los dos puntos extremos de A.
Ahora mostraremos que h y e son puntos extremos opuestos de C. Usando el hecho de
que C' es atriddico [10, 2.1.41] (en particular, usamos el hecho de que Clx (H) contiene,
por lo menos, un punto extremo de I) y el Teorema 5.2, se puede verificar que cualquier
subcontinuo de C' que contenga a h es irreducible entre h y algin otro de sus puntos

(i.e., h satisface [1, (A), pag. 660]). Esto implica, por [1, Teorema 13], que h es un punto
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extremo de C. Mas aun, si I C Clx(H), entonces el Teorema 5.2 [1, (A), pag. 660] y [1,
Teorema 13] pueden ser utilizados para ver que cada uno de los puntos extremos de I,
en particular e, es un punto extremo de C. De donde se sigue, por [1, Teorema 14|, que

h y e son puntos extremos opuestos de C.

Supongamos que I ¢ Clx(H). Si e € Clx(H), entonces AU Clx (H) no seria unicohe-
rente, ya que AN Clx(H) serfa igual a {e, h}. Ademés, seria un subcontinuo propio de
X, pues I ¢ Clx(H). Esto contradice el hecho de que todo subcontinuo propio de X es
encadenable (los continuos encadenables son unicoherentes [10, 2.1.28]). Por consiguiente,

e € X \ Clx(H). Ahora, se puede verificar que

cualquier subcontinuo de C que tenga a e y a un punto de H, debe de (+%)
contener a 1.

Usando (**), se puede verificar que e cumple con [1, (A), pag. 660]. En consecuencia,
por [1, Teorema 13], e es un punto extremo de C. Utilizando nuevamente (**), se puede
mostrar que C' es un continuo irreducible entre e y h. Por tanto, por [1, Teorema 14|, e

y h son puntos extremos opuestos de C.

Inversamente, supongamos que X es un continuo que cumple con (2). Por el Teore-
ma 5.2, una de las componentes por arcos de C es un rayo, H, y la otra es un arco,
I. Como los dos puntos de A N C son puntos extremos opuestos de C, uno de ellos es
el punto extremo, h, de H y el otro es un punto extremo, e, de I. Del hecho de que A
interseca tanto a H como I, se sigue que X es arcoconexo. Ahora probaremos que X es
homeomorfo al limite inverso de una sucesion inversa de circulos con funciones de liga-
dura sobreyectivas. Sean € > 0y U = {Uy,...,U,} una e-cadena que cubre a C tal que
heU\UyyeeU,\U,—_1 [1, pag. 661]. Sea N*(U) el poliedro asociado al nervio, N(U),
de U [10, 1.4.9] (Observemos que N*(U) es un arco). Sea ¥: C' — N*(U) una funcién
canoénica relativa a U [5, pag. 286]. Como h € Uy \Us y e € Up \Up,—1, ¥(h) es uno de los
puntos extremos de N*(U) y ¥(e) es el otro punto extremo de N*(U) (esto se sigue de
la definicién de una funciéon canonica [5, pag. 286]). Como U es una e-cadena, ¥ es una
e-funcion. Sean 8% = {(z,y) € 8! |y > 0} y 8L = {(=,y) € 8* | y < 0}. Componiendo ¥
con un homeomorfismo de N*(U) sobre 8!, obtenemos una e-funcién f de C sobre 81 .
Sin pérdida de generalidad, suponemos que f(h) = (=1,0) y f(e) = (1,0). Como A es
un arco cuyos puntos extremos son e y h, existe un homeomorfismo g de A sobre 8! tal
que g(h) = (—1,0) y g(e) = (1,0). Sea £: X — 8! definida como

o) = flz) sizeC,
) {g(m) six e A.
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Notemos que ¢ es una e-funcién de X sobre 8'. Por tanto, por el Teorema 5.1, X es
homeomorfo al limite inverso de una sucesion inversa de circulos con funciones de ligadura

sobreyectivas. ]

Lema 5.7. Sean X y Y espacios topoldgicos y Z un subconjunto denso de X . Supongamos
que Y = DUK, donde Inty (D\ K) # & e Inty (K \ D) # &. Si para cualquier funcion
continua f: X =Y se tiene que f(Z) C D ¢ f(Z) C K, entonces no eziste una funcion

sobreyectiva de X en'Y .

Demostracion. Supongamos que f: X — Y es una funcién continua y sobreyectiva tal
que f(Z) C D 6 f(Z) C K. Sin pérdida de generalidad, supondremos que f(Z) C K.
Como Inty (D\ K) es un subconjunto abierto y no vacio de Y y f es una funcion continua
y sobreyectiva, f~!(Inty (D\ K)) es un subconjunto abierto y no vacio de X . Ahora bien,
como f(Z) C K, f(Z)NInty(D\ K) = @. De donde, f~*(Inty(D\ K))NZ = @. Lo

que implica que Z no es denso en X. v

Teorema 5.8. SiY es un continuo circularmente encadenable y arcoconexoy f: & =Y

es una funcion débilmente confluente, entonces Y es una curva cerrada simple.

Demostracion. Sea f: & — Y una funcion débilmente confluente y supongamos que Y
no es una curva cerrada simple. Entonces, por el Teorema 5.6, existen un arco A y un
continuo encadenable X tales que Y = AU C. Por el Teorema 5.2, las dos componentes
por arcos de C' deben de ser un arco, B, y un rayo R. Como los dos puntos de ANC son
puntos extremos opuestos de C, estos puntos deben de estar en diferentes componentes
por arcos de C. Supongamos que ANC = {z,y},que x € By quey € R. Sea K un subarco
propio de A que tiene a z. Entonces K UC' es un subcontinuo de Y con exactamente dos
componentes por arcos; estas son K UB y R. Como f es débilmente confluente, existe un
subcontinuo W de & tal que f(W) = K UC. Como f(W) es un subcontinuo propio de
Y, W debe de ser un subcontinuo propio de 6. Ademés, como K U C no es arcoconexo,
W no es arcoconexo. Asi que, W = JU $)’, donde ' = {(m,sen (%)) € R? ' O<z< a}
para alguna a € (O7 %) Notemos que )’ es denso en W. En consecuencia, como $’ es
arcoconexo, cualquier funciéon continua de W en K U C debe de mandar a £’ en alguna
de las componentes por arcos de K U C, ya sea K U B 6 R. Lo que implica, por el
Lema 5.7, que no existe una funcién continua y sobreyectiva de W en K U C, lo cual es

una contradicciéon. Por tanto, Y es una curva cerrada simple. ]
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6. Funciones débilmente confluentes sobre curvas cerradas simples

Caracterizaremos a las funciones débilmente confluentes que van de un continuo enca-

denable en 8.

Teorema 6.1. Sea X un subintervalo cerrado y acotado de R. Entonces la funcion

f: X — 8 definida como f(x) = €' es débilmente confluente si y sélo si diam(X) > 4.

Demostracion. Supongamos que didm(X) > 4. Sea Y un subcontinuo de 8*. Si Y = §!
entonces f(X) = Y. Asi que, supongamos que Y es un subcontinuo propio de 8'. Entonces
Y es un arco. Sea m el punto medio de Y. Sea 6 > 0 tal que 20 es el angulo que
subtiende a Y. Notemos que § < 7. Sea p el punto medio de X . Entonces existe un punto
g €p—mp+ | tal que f(g) = m. Comop—7m < qg<p+7my0 <0, se sigue que
p—2r<q—0<p+myp—m<q+6<p+2n Por tanto, f([¢—0,q+06]) =Y.
Ahora, supongamos que diam(X) < 4m. Si diam(X) < 2w, entonces f no es so-
breyectiva y, por consiguiente, no es débilmente confluente. Asi que supondremos que
27 < diam(X) < 4. Sean p el punto medio de X y 6 > 0 tal que 26 es la longitud de X.
Entonces X = [p—0,p+06]. Sean ¢ = p—7 y a € (7,0). Tomemos como Y el subcontinuo
de 8! cuyo punto medio es f(q) y subtiende un angulo de 2. Sea X’ un subcontinuo de
R tal que X'NX # @y f(X’) =Y. Observemos que X' debe de ser [¢ — a,q+ a] 6
[q+ 27 —a,q+ 27+ a] = [p+ 7 — a,p+ 7+ a]. Pero ninguno de estos intervalos esta

contenido en X. Por tanto, f no es débilmente confluente. ]

Recordemos que el cubo de Hilbert es cualquier espacio homeomorfo al producto nume-

rable de copias de [0, 1], con la topologia producto.

Los dos siguientes lemas son muy conocidos; presentamos su demostracién por com-

pletez.

Lema 6.2. El cubo de Hilbert, Q, es contraible.

Demostracion. Sea H: Q x [0,1] — Q definida como

H(((zn)5Z1,1) = (1= H)zn)il,

Entonces H es una funcién continua tal que H(((2,)521,0))) = (zn)52; ¥y
H(((2,)%1,1))) = 0, donde 0 es el elemento de Q que tiene todas sus coordenadas
iguales a cero. Por tanto, Q es contraible. ]
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Lema 6.3. Si X es un espacio contraible y f: X — 8' es una funcion continua, entonces

f es homotdpica a una funcion constante.

Demostracion. Como X es contraible, existen un punto p € X y una funcién continua
H: X x[0,1] — X tales que H((z,0)) = x y H((z,1)) = p para toda z € X. Sea
G: X x[0,1] — 8' definida como

G((x, 1) = f (H((x,1))).

Entonces G es una funcion continua tal que G((z,0)) = f(z) y G((z,1)) = f(p) para

toda x € X. Por tanto, f es homotdpica a una funciéon constante. ]

Teorema 6.4. Si X es un continuo encadenable y f: X — 8 es una funcién continua,

entonces existe una funcion p: X — R tal que f(z) = e™¥(®),

Demostracion. Notemos que, como X es un continuo encadenable, entonces X =
MNy—; Qn, donde para cada n, Q, es un cubo de Hilbert y Q,11 C Q, [10, 2.1.30]. Sea
f: X — 8! una funcién continua. Por [11, 1.5.6 y 1.5.2|, existen un abierto U de Q; y
F:U — 8! tales que X C U y F|x = f. Por [10, 1.6.7], existe un ntimero natural N
tal que Qn C U. Como Qp es contraible (Lema 6.2), se tiene que Flg, es homotoépica a
una funcién constante (Lema 6.3). En particular, F|x = f es homoto6pica a una funcién
constante. Por tanto, existe una funcion continua ¢: X — R tal que f(z) = ) |20,

(6.2), pag. 225]. e

Teorema 6.5. Secan X un continuo y f: X — 8! y ¢: X = R funciones continuas tales
que f(z) = (). Sic = diam(X), entonces para cualquier funcién continua p1: X — R

tal que f(x) = e (®) se tiene que diam(p; (X)) = c.

Demostracion. Como X es un continuo, ¢(X) es un intervalo cerrado y acotado en R.
Supongamos que ¢(X) = [a,b]. Sea ¢1: X — R una funcién continua tal que f(z) =
e“1(*) Como e*#(*) = ¢#1(*) para toda = € X, por [20, (5.1), pag. 221], existe un tmero
natural k tal que v1(z) — ¢(z) = 2knw. De donde, ¢1(X) = [a + 2km, b+ 2kx]. Por tanto,
diam(p1 (X)) = (b+ 2k7) — (a+2kw) =b—a =c. 7

Dados un continuo X y una funcién continua f: X — 8!, llamaremos la extension
angular de f al nimero diam(¢(X)), donde ¢: X — R es una funcioén continua tal que
f(z) = @) para toda € X. Denotaremos a la extension angular de f como AS(f).

Notemos que, por el Teorema 6.5, la extension angular de f no depende de la funciéon .
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Teorema 6.6. Sean X un continuo encadenable y f: X — 8' una funcidn continua.

Entonces f es débilmente confluente si y solo si AS(f) > 4.

Demostracion. Como X es encadenable, por el Teorema 6.4 existe una funcion continua
0: X — R tal que f(z) = ¢@). Como cualquier funciéon continua sobre un arco es
débilmente confluente (Lema 3.4), ¢ es débilmente confluente. Lo que implica que si f
débilmente confluente, entonces la funcién exp: p(X) — 8! definida como exp(x) = €@
es débilmente confluente (Teorema 3.3). De donde, por el Teorema 6.1, AS(f) > 4.
Ahora, supongamos que AS(f) > 4m. Entonces, por el Teorema 6.1, se tiene que
la funciéon exp es débilmente confluente. Como la composicion de funciones déblimente
confluentes es débilmente confluente (Teorema 3.2) y ¢ y exp son débilmente confluentes,

entonces f es débilmente confluente. v

7. Imagenes homeomorfas de un rayo

Caracterizaremos a [0, 00) como un espacio métrico, atridédico, localmente compacto y
no compacto (Teorema 7.6). Para esto, sean X un continuo y f: [0,00) — X una funciéon

continua y biyectiva. Definimos el conjunto
X = {z € X | existe una sucesion {t, }52; de elementos de [0, c0) que
converge a oo mientras que la sucesion { f(t,)}>2 ; converge a z}.

Lema 7.1. El conjunto X es compacto y no vacio.

Demostracion. El lema se sigue facilmente del hecho de que X es un continuo y de que

X = Clx (N{F() | £ = n}). @

Lema 7.2. El conjunto X no puede contener un conjunto de la forma f([ro,o0)), donde

ro € [0, 00).

Demostracion. Supongamos que existe 19 € [000) tal que f([ro,00)) C XK. Entonces,
como f es inyectiva, f([n — 1,n]) N K no es denso en ninguna parte en X para cada
ntimero natural n. De donde, como X = |7~ f([n — 1,n]) N K, K serfa de la primera

categorfa en si mismo. Lo cual, por [7, Teorema 2-82], contradice el Lema 7.1. ]

Lema 7.3. Sia,b € [0,00) son tales que a < b y f(a), f(b) € K, entonces f(]a,b]) C K.
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Demostracion. Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces existen a, b, ¢ € [0, c0)
tales que a < ¢ <b, f(a), f(b) €e Ky f(c) € X \ K. Sean {s,}52, y {tn}52; sucesiones
en [0,00) que convergen a co y tales que {f(s,)}52; converge a f(a) y {f(tn)}22,
converge a f(b). Podemos suponer que para cada nimero natural n, s,, < t,. Para cada
n, sea A, = f([$n,tr]). Como X es compacto, sin perder generalidad, podemos suponer
que la sucesion {A4,}22; converge a un subcontinuo A de X [10, 1.8.5]. Observemos
que, por la definicion de K, se tiene que A C K. En consecuencia, f(c) € X \ A. Si
f~1(A) C [0,r], para alguna r € [0,00), entonces AU f([a,b]) serfa un subcontinuo del
arco [0, méx{b,r}]. Por consiguiente, A U f([a,b]) seria un arco, lo cual no es posible,
ya que f(a), f(b) € AN f([a,b]) v f(c) € AN f([a,b]) implicaria que AN f([a,b]) no es

conexo. De esta manera hemos probado que

A no estd contenido en ningiun intervalo cerrado y acotado de ok k

[0, 00). (%)
Como A C X, por el Lema 7.2 existe una sucesion {u,}°; de puntos de [0,00) que
converge a oo tal que la sucesion f(u,) € A para ninguna n. Sin pérdida de gene-
ralidad, supondremos que para cada n, u, < up4+1. Dado un nimero natural n, sea
M, = [un_1,un] N f71(A), donde ug = 0. Por (***), para una infinidad de ntmeros
naturales n, M,, # &. Sin perder generalidad, podemos suponer que M,, # & para toda
n. Como f es inyectiva, los elementos de la sucesion de conjuntos compactos { f (M)},
son mutuamente disyuntos. Observemos que A = Uzo:l f(M,,). De esta manera, hemos

puesto al continuo A como una unién numerable de subconjuntos cerrados y mutuamente

disyuntos, lo cual no es posible [16, 5.16]. Por tanto, el resultado es cierto. v

Lema 7.4. El conjunto X es un punto o un arco de la forma f([so,to]), donde 0 < so <

to < 00.

Demostracion. Por el Lema 7.1, f~1(X) es un subconjunto cerrado y no vacio de [0, 00).
Sea sp = min f~1(X). Ahora, por el Lema 7.3, si t € f~1(X) entonces f([so,t]) C K. De
donde, por Lema 7.2, f~1(X) tiene una cota superior. Sea tq = sup f ~(X). Como X es
compacto, to € f~*(K). En consecuencia, por Lema 7.3, [so,to] C f~*(K). Como f es
sobreyectiva, se tiene que [sg,to] = f~1(K). Por tanto, f([so,t0]) = X. v

Antes de probar el siguiente teorema notemos que si M es un espacio métrico localmente
compacto, entonces la compactacion unipuntual de M serd denotada por M*, donde el

punto al infinito es w. De esta forma, M* = M U {w}.
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Teorema 7.5. Si M es un espacio métrico localmente compacto que es una imagen con-

tinua e inyectiva de [0,00), entonces M es homeomorfo a [0,00) 6 M es compacto.

Demostracion. Sea j: [0,00) — M una funcién continua y biyectiva. Supongamos que
M no es compacto. Veremos que j es un homeomorfismo. Sean v un arcoy h: [—1,0] — v
un homeomorfismo. Sea Y = M* U+ el espacio que se obtiene al identificar a h(—1) con
wy a h(0) con j(0) (asi M* N~y = {w,5(0)}). Ahora, sea J: [-1,00) — Y definida como
I = {@(t) it e [~1,0],
j(t) site0,00).
Entonces J es una funciéon continua e inyectiva. Como J(—1) tiene la propiedad de que
existe una sucesion de puntos {¢,}22; de [0,00) que converge a oo tal que la sucesion
{J(tn)}52, converge a J(—1) (pues J(—1) = w y hemos supuesto que M no es compacto)
y J(t) no tiene esa propiedad para ninguna t € (—1,0), se sigue del Lema 7.4, que el
conjunto {z € X | existe una sucesion {¢,}52; de elementos de [0, 00) que converge a oo
mientras que la sucesion {f(t,)}52; converge a x} es vacio. De donde se obtiene que j

es un homeomorfismo. v

Teorema 7.6. Sean Z un espacio métrico, atriddico, localmente compacto, no compacto y

f:]0,00) = Z una funcion continua y sobreyectiva. Entonces Z es homeomorfo a [0, 00).

Demostracion. Notemos que Z es arcoconexo. Primero veremos que si n es un ntmero
natural entonces f([0,n]) es un arco o un punto. Para esto, sea n un numero natural fijo.
Notemos que f([0,n]) es un continuo localmente conexo [16, 8.16] y atriodico. En conse-
cuencia, f([0,n]) es un arco, una curva cerrada simple o un punto [16, 8.40]. Supongamos
que f([0,n]) es una curva cerrada simple. Como Z no es compacto, existe ¢t € [0, 00) tal
que f(t) € Z\ f([0,n]). Lo que implica que Z contiene a un triodo simple, pues Z es

arcoconexo, lo cual es una contradiccion.

Ahora veremos que existe una funcion inyectiva g: [0,00) — Z. Como Z tiene mas de
un punto, por el parrafo anterior existe un nimero natural n; tal que f([0,7n1]) es un
arco. Ahora, supongamos inductivamente que hemos encontrado un nimero natural n;
tal que n; > nq, f([0,n;-1]) C f([0,n;]) ¥ f([0,n,]) es un arco. Como Z # f([0,n,]),
existe un namero natural n; {1 > n; + 1 tal que f(n;41) no es un elemento de f([0, n;]),
£(0,n;]) € £([0,n;41]) ¥y f([0,n;41]) es un arco. De esta forma, por inducciéon, hemos
encontrado una subsucesion {n;}32; de la sucesién natural {n};2, tal que f([0,n;]) C

f([0,n;41]) v £([0,n;]) es un arco para todo nimero natural j. Dado el nimero natural

Vol. 27, No. 2, 2009]



120 SERGIO MACIAS

j, sea Ajp1 = Clz (f([nj,n;41]) \ f([0,n;])). Notemos que cada A; es un arco y que
Aj N Ajpr ={f(ny)}.

Sea g1: [0,n1] = f(]0,n1]) un homeomorfismo. Si j > 1 entonces sea g;: [n;_1,n;] —
A; un homeomorfismo. Notemos que para cada ntimero natural j > 2, g;(n;) = g;41(n;).
Esto nos permite definir una funcién g: [0,00) — Z como g(t) = g;(t) si t € [nj_1,n;].
Observemos que g es una funcién continua y biyectiva.

Como Z no es compacto, por el Teorema 7.5, Z es homeomorfo a [0, c0). ]

8. Las caracterizaciones

Presentaremos las caracterizaciones mencionadas en la introduccion.

Teorema 8.1. Si Y es un continuo y f: & — Y es una funcion débilmente confluente,

entonces Y es homeomorfo a alguno de los siguientes espacios:

(1) un arco;
(2) una curva cerrada simple;
(3) una compactacion de [0,00), con un arco como residuo;

(4) una compactacion de [0,00), con una curva cerrada simple como residuo.

Demostracion. Primero notemos que & es un continuo atriodico [10, 2.1.41] y que es

facil ver que es susliniano. De donde, por el Teorema 4.1, Y es atriodico.

Si Y es arcoconexo, entonces, por el Teorema 4.4, Y es un arco o un continuo circu-
larmente encadenable y arcoconexo. Si Y es un continuo circularmente encadenable y

arcoconexo entonces, por el Teorema 5.8, Y es una curva cerrada simple.

SiY no es arcoconexo entonces f($)N f(J) = @. Como J es compacto, f(J) es cerrado
en Y. Lo que implica que f($) =Y \ f(J) es abierto en Y. Asi que f($)) es un espacio
localmente compacto que no es compacto. Como Y es atrodico, f($)) es atridodico. De
donde, por el Teorema 7.6, f($)) es homeomorfo a [0, c0). Mas atn, f()) es denso en Y,
puesto que f (Clg($)) = f(8) =Y y f(Cls($)) C Cly (f(9)) por la continuidad de f.
Lo anterior implica que Y es una compactacion de [0,00). Como f(HUJ) = f(6) =Y
y f(9) N f3) = 2, se sigue que f(J) =Y \ f(9). Ademas, puesto que J = f~1(f(J)),
flz: 3 — f(J) es débilmente confluente. Asi se obtiene que, por el Corolario 4.2, f(J) es
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un arco o una curva cerrada simple. Por tanto, Y es una compactacion de [0, 00) cuyo

resido es un arco o una curva cerrada simple. ]

Teorema 8.2. Sean Y un continuo y f: & — Y wuna funcion continua. Entonces f es

débilmente confluente si y sdlo si Y es homeomorfo a alguno de los siguientes espacios:

(1) un arco;
(2) una curva cerrada simple y AS(f) > 4w;
(3) una compactacion de [0,00), con un arco como residuo;

(4) una compactacion de [0,00), con una curva cerrada simple como residuo y AS(f|z) >
4.

Demostracion. Si f es débilmente confluente, por el Teorema 8.1 se tiene que Y es ho-
meomorfo a un arco, a una curva cerrada simple o a una compactacion de [0, 00) cuyo
resido es un arco o una curva cerrada simple. Si Y es homeomorfo una curva cerrada
simple, por el Teorema 6.6, AS(f) > 4m. Si Y es homeomorfo a una compactacion de
[0,00) cuyo residuo es una curva cerrada simple entonces, como J es la componente por
arcos compacta de &, se tiene que f(J) debe de ser la componente por arcos compacta de
Y. Por consiguiente, f(J) debe de ser una curva cerrada simple (el residuo de la compac-
tacion). Ademas, f|; debe de ser débilmente confluente. Por tanto, por el Teorema 6.6,

AS(f|3) > 4m.

Inversamente, si Y es homeomorfo a un arco o a una compactacion de [0, 0o) cuyo resido

es un arco entonces Y es encadenable y, por el Teorema 3.5, f es débilmente confluente.

Si Y es homeomorfo a una curva cerrada simple y AS(f) > 4m, entonces, por el

Teorema 6.6, f es débilmente confluente.

Finalmente, supongamos que Y es homeomorfo a una compactacion de [0, 00) con una
curva cerrada simple como residuo y AS(f|3) > 4w. Como J es la componente por arcos
compacta de &, f(3J) debe de ser la componente por arcos compacta de Y. De donde f(J)

es una curva cerrada simple. Como AS(f|3) > 4w, por el Teorema 6.6 f

5 es débilmente
confluente. Sea B un subcontinuo de Y. Si B es un subcontinuo de f(J), como f|; es
débilmente confluente, existe un subcontinuo A de J tal que f(A) = B. Si B es un
subcontinuo de f(£)), entonces B esta contenido en un subarco @ de f($)). De donde,

por el Lema 3.4, f|;-1(0y: F7HQ) = Q es débilmente confluente. Lo que implica que
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existe un subcontinuo A de $ tal que f(A) = B. Si B no esta contenido en f(J) ni en

f®),

entonces B consiste de f(J) y un rayo no acotado de f($)). Entonces algtn rayo

no acotado R de $ debe de ser mandado por f en BN f($)). De esta manera, A =JUR

es un subcontinuo de & tal que f(A) = B. Por tanto, f es débilmente confluente. ]

Observacion 8.3. Aunque en la tesis de Brooks [2] s6lo se habla de la curva sinusoidal del

topologo, notemos que los Teoremas 5.8, 8.1 y 8.2 son validos para cualquier compactacion

de [0, 00) cuyo residuo sea un arco. Por tanto, en este trabajo se han caracterizado no sélo

las imagenes débilmente confluentes de la curva sinusoidal del topologo, sino de cualquier

compactacion de [0, 00) cuyo residuo sea un arco.
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