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Analisis comparativo de algunos modelos
analiticos para estrellas de quarks

MANUEL MALAVER DE LA FUENTE*

Resumen. FEn la presente investigacion se ha encontrado una nueva clase de
soluciones que resuelven el sistema de ecuaciones de Maxwell-Einstein que
satisface una ecuacion lineal de estado para estrellas de quarks. Se propo-
ne una nueva forma particular de potencial gravitacional que depende de
un parametro ajustable, se resuelve el sistema de ecuaciones de Maxwell-
Einstein y se obtiene una ecuacion diferencial de primer orden cuya solucién
es una familia de modelos analiticos singulares y no singulares para estrellas
de quarks cargadas. Variables como la densidad de energia, la presion y la
intensidad de campo eléctrico se escriben en términos de funciones raciona-
les polinomicas. Una modificacion del parametro ajustable permite obtener
una solucién no singular propuesta por Komathiraj y Maharaj. A diferencia
de otros modelos propuestos, la forma del potencial gravitacional escogido
permite resolver la ecuacion diferencial para cualquier valor del parametro
y obtener soluciones fisicamente aceptables.

1. Introduccién

La existencia de estrellas de quarks en equilibrio hidrostéatico fue sugerido por Itoh
[1] en un tratamiento preliminar. Las soluciones exactas del sistema de ecuaciones de
Einstein-Maxwell para campos gravitacionales con simetria esférica son necesarias para
describir el comportamiento de esferas compactas cargadas en relatividad general y han
generado una gran cantidad de diferentes aplicaciones en sistemas estelares relativistas,
como es el caso de los modelos que estudian el comportamiento de estrellas sometidas a

fuertes campos gravitacionales conocidas como estrellas de neutrones [2].
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Diversos investigadores han usado una gran variedad de técnicas matematicas para in-
tentar obtener soluciones exactas, las cuales se han utilizado para analizar las propiedades
fisicas de estrellas esféricas cargadas, como lo han demostrado Komathiraj y Maharaj [3],
Sharma et al. [4], Patel y Koppar [5], Patel et al. [6] y Tikekar y Singh [7]. Estos anélisis
indican que el sistema de ecuaciones Einstein-Maxwell es importante en la descripcion

de objetos astrondémicos densos.

Debido a que la fisica de objetos de altas densidades constituidos por materia de quarks
no ha sido bien comprendida, recientes investigaciones se han centrado en el desarrollo

de modelos descritos por una ecuacién de estado del tipo

p=3(p—4B), ()

donde p es la densidad de energia, p es la presion isotropica y B es una constante [§].
La restriccion del quark es determinada por la constante B que equilibra la presion de
quarks y estabiliza el sistema. Los estudios de Bombaci [9], Li et al. [10], Dey et al. [11],
Pons et al. [12] y Usov [13], dirigidos hacia objetos astrondémicos compactos, sugieren
que podrian tratarse de estrellas de quarks cuyo comportamiento esta descrito por una

ecuacion de estado del tipo (1).

Considerando la suposicion de simetria esférica y la existencia de un vector de Killing
conforme, Mak y Harko [14] encuentran un modelo relativista de estrella de quarks car-
gada, que resultd ser parte de una clase mas general de modelos analiticos en presencia
de campos electromagnéticos con presion isotropica, como lo demostraron Komathiraj y

Maharaj en un reciente estudio [15].

En esta investigacion se utilizo el sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell con la
ecuacion de estado (1) y se obtuvo una nueva clase de soluciones exactas para estrellas
de quarks cargadas. Se propone una nueva forma del potencial gravitacional dependien-
te de un parametro ajustable, que permite obtener uno de los modelos analiticos no
singulares propuestos por Komathiraj y Maharaj [15]. En la seccion 2 se escriben las
ecuaciones de Einstein-Maxwell como un conjunto de ecuaciones diferenciales utilizando
la transformacion debida a Durgapal y Bannerji [16]. En la seccion 3 se presenta el modelo
propuesto con una forma muy especifica de potencial gravitacional. En las secciones 4 y
5 se estudian dos nuevos modelos de estrellas de quarks cargadas, un modelo no singular
y otro singular, respectivamente. En la secciéon 6 se presentan las conclusiones de este

trabajo.
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2. Las ecuaciones de campo

Considerando que el espacio-tiempo es estético y esféricamente simétrico (lo cual es
consistente con el estudio de objetos cargados compactos en astrofisica relativista), la

métrica de este espacio-tiempo estara dada por
ds? = —e2Mat? 4+ M dr2 4 12(dh 2 + sin® 0dg 2), (2)

donde v(r) y A(r) son dos funciones arbitrarias. Para esferas cargadas el sistema de

ecuaciones de Einstein-Maxwell queda como

—(1—eP)+ 2—)\/672)\ =p+ iE? (3)
2 r =rPT3
1 20
_r_2(1 —e ) + Tye_”‘ =p— 3B (4)
! )\/
62)\(1///—}—1//2+V7—U/AI—?):p+%E2, (5)
_ 1 A(,.2 /
o= T—Qe (r°E), (6)

donde p es la presion de la estrella, E es la intensidad del campo eléctrico, p es la
densidad de energia y o es la densidad de carga. Las primas indican derivada respecto a

la coordenada radial.

Es conveniente introducir la siguiente transformacion:
A? % (z) = (1), Z(z) = e A x=Cr?, (7)

donde A y C' son constantes arbitrarias. Con esta transformacion, el sistema de ecuaciones

de Einstein-Maxwell toma la forma equivalente

1-Z7 . p
- ol (8)
g Z-1 p E?
4z Y =L __ 9
yJr x c 20’ ©)
. . E?
4Za:2y+2Z502y+<Zz—Z+1— C’”>y:o, (10)
o? 47 . 2
&= (xE+E) : (11)
x

donde el punto denota derivada con respecto a la variable z. La ecuacion (10) es la

condicion de presion isotropica. Se puede reemplazar el sistema de ecuaciones de campo,

Vol. 27, No. 2, 2009]



128 MANUEL MALAVER DE LA FUENTE

incluyendo la ecuacion (1), por el sistema

p=3p+4B, (12)
P y 1, B

L =772 -7 - = 13
C y 2 C’ (13)
E? 1-Z v 1. B
£ _az¥ 2 14
2C x 3 y 2 c’ (14)

2 . 2 . > B
0=4Zzx y+(61‘Z+2x Z)y+{2;c<Z—|—6)+Z*1]7 (15)

a=2¢§z(E+xE) (16)

Las ecuaciones (12) a (16) gobiernan el comportamiento gravitacional de una estrella de

quark cargada.

3. EIl modelo

Utilizando el procedimiento sugerido por Komathiraj y Maharaj [3], es posible obtener
una solucion para el sistema de ecuaciones de Einstein-Maxwell. En efecto, las ecuaciones
(12)-(16) poseen las variables independientes (Z, y, p, p, E, ). En la presente investiga-
cion se elige una forma particular del potencial gravitacional y(z), de tal manera que se
genere una ecuacion diferencial de primer orden que tenga solucion en término de fun-
ciones elementales. Para resolver el sistema de ecuaciones, se escoge la forma particular
del potencial

y= (a+ax)2, (17)

donde « y a son constantes. La forma elegida garantiza que y(z) es continua y se comporta
bien en el interior de la estrella para un amplio intervalo de valores de a. AL igual que
en el modelo de Komathiraj y Maharaj [3], la funcion y(z) se hace infinita en el centro
de la estrella. La sustitucion de (17) en (12)-(16) permite obtener la ecuacion de primer
orden
212202 + 14z aa + a?

8x2aa+623a?+ 2xa?

. ( - %SL‘) (a2 +2aam+a2x2)

8r2aa+6x%a?+2xa?

7+

(18)

Es posible entonces obtener soluciones exactas de las ecuaciones de campo de Einstein-
Maxwell con la ecuacion lineal de estado para diferentes valores de «, tal como se muestra

en algunos ejemplos de esta investigacion.

[Revista Integracién



Anilisis comparativo de algunos modelos analiticos para estrellas de quarks 129

Obsérvese que para el caso a = 1 se reproduce el modelo de estrellas de quarks cargadas
no singular propuesto por Komathiraj y Maharaj [15]. Es interesante recalcar el hecho
de que la ecuacion diferencial (18) se puede resolver para cualquier valor del parametro
«, obteniéndose en algunos casos soluciones singulares y no singulares, lo que no ocurre
para la forma de y(z) propuesta por Komathiraj y Maharaj [15], en la cual la ecuacion
diferencial obtenida cuando se reemplaza y(z) en el sistema de ecuaciones (12)-(16) solo

se podia resolver para pocos casos.

4. Modelo no singular con oo =2

Una nueva solucién exacta del sistema de ecuaciones (12)-(16) se puede encontrar con

a = 2. Para este caso (17) queda como

y=(a+20)". (19)
La ecuacién (18) se convierte en:
24 8412 + 28z a + a? Z:(17%1’)(a2+4aac+4:l€2)7 (20)
1622a+ 2423 4+ 2xa? 16220+ 2423 + 2 x a?

la cual se puede integrar para dar la funciéon

1 , , ,
Z = =[9(402* + 8taz® + 700w + 35 ")
0

2B

- %(280 #* 4+ 540 a2 + 378’ + 105 a3)} . (21)
donde Ty = 315 (22 +a)? (62 + a). Esta funcién permite generar el siguiente modelo

analitico:
e =A% (a+2x)", (22)

1
22
— 2

=l (28)

1 ;
p=f(x)+ T [604803x° + 99600aBx* + 58896a*Bx?
1

+15120a°Bz? + 2520a* Bz + 315Ba5} , (24)

1 5
p=g(x)+ [ — 100800 Bz® + (6480C — 188560 a.B)z* + (15408 aC
1
— 134928 a®B)x® + (15120 Ca® — 45360 Ba®)x?
+ (8820 Ca® — 6720 Ba*)x + 1575 Ca® — 315 Baﬂ , (25)

Vol. 27, No. 2, 2009]



130 MANUEL MALAVER DE LA FUENTE

1 5
E? = h(z) + [60480 Ba® + (124480 aB — 38880 C)a*

I,
+ (96768 Ba® — 86688 aC')x> + (33264 Ba® — 78624 Ca®)z?
+ (2940 Ba®* — 42840 Ca®)2 — 4410 Ca* — 630 Baﬂ ., (26)

donde I'y = (22 +a) (62 + a) T.
Se ha establecido que

1
flx) = o [(1080 C — 8925 B)z® + (2916 aC + 9396 Ba?)z>
1

+ (3402 a2C + 378 a®*B)x 4 2835 Ca® + 315 Baﬂ . (27)

1
9(@) = = [(360 C — 2984 B)a® + (972 aC + 3132 Ba?)a?
1

+ (1134a%C + 126 > B)zx + 945 Ca® + 105 Ba4] . (28)

1
hl@) = - [2C(6660 2 + 7308 az + 2205 a?)
1

+ 2 B(1680 x* 4+ 2700 ax® + 1512 a*x + 315 a3)} . (29)

El modelo mostrado satisface el sistema de ecuaciones (12)-(16) y constituye otra nueva
familia de soluciones para una estrella de quarks cargada. Los potenciales gravitacionales
€2’ y €2* se pueden escribir en términos de funciones polinémicas, y las variables densidad,
presion y la intensidad de campo eléctrico también se representan analiticamente. La

funcion €2V

es continua y se comporta bien en el interior de la estrella y tienen un valor
finito de €?¥ = A%2a* en x = 0. La densidad de energia p es positiva en el interior y en
el centro adquiere el valor de p = 2B. La presion p es regular y en el centro x = 0 tiene

el valor p = % — %. La intensidad de campo eléctrico es continua en el interior y se

2, e, p, py E tengan

desvanece en el centro x = 0. El hecho de que las funciones ¢
un valor finito en # = 0 implica que las soluciones (20)-(26) para estrellas de quarks
cargadas son fisicamente aceptables y no presentan singularidades en el origen, tal como

lo establecen Jotania y Tikekar [17].

5. Modelo singular con a = 4

Otra solucion exacta puede ser encontrada con a = 4. Para este caso particular se
obtiene de (17)
y = (a+ 4x)%. (30)
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La ecuacién diferencial (18) queda como:

3362% +56xa+a®> | (1—22z)(a’+8ax+1627)

A -
+32z2a+96$3+2za2 3222a+9623 +2xa?

; (31)

la cual, al ser integrada, permite obtener la siguiente funcién Z:

1 ,
Z = | = % Ba' — (96 aB - 64C)a” — (2408 — 48aC)a”
1
~ 2(2Ba® — 12Ca®)x +2 Ca3] . (32)

La expresion (32) permite generar el siguiente modelo analitico:

€ = A%(a +42)*, (33)
20T,
2N = T.Z (34)

1
p=h)+ [43008 B 4 (2095 ¢ 4 603136 o g)
+ 3= (164352 aC + 310784 a*B) 2° + (2304 Ca® + 1344 a° B)a”

+ (672 Ca® + 104 Ba*)x + 60 Ca®* + 4 Ba5] , (35)

1 oot e
p=m(z) + T, [2048 Ba® 4 (226 ¢ — 106496 4 g) o4
+ (54784 aC — 33792 a’B) 2® + (768 Ca® — 1924 B)2”
+(224Ca® - ¥ Ba') 2 +20Ca'|, (36)

E? =n(z) + {C(4x+a)2(12x+a)+%3x4

Z‘FQ
+ 2(9696aB — 64 C)z* + 2(24a°B — 48 aC)z”

+2(2Ba® — 12Ca?)z — 2 Caﬂ . (37)

donde I's = (4x +a)?(12z+a) yI's = (4z+a)(122 + a)ls.

Se ha considerado que

1 , ,
k) =5 2% Ba® + }(512aB - 7168 B)a* — (130 a3 + 244 C)a

— 1(4896 a® B + 576 aC)a” — (158 Ba® + 488 Ca?)z — 9 Ca® — B aﬂ . (38)
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1 .
m(@) = |28 Ba® + §(512aB — 7168 B)a* — (240 0B + X O)a
3
— 1(163202B + 192aC)a” — (28 Ba® 4 18 Ca2)z — 9 Ca® — Ba4} . (39)
_ 11 Goas Ba®
n(x) = T, +— Br

— (P55 aB + 182 O)a* — (140800 B + 97280 aC)z”
_ (%(27512 Ba3 + 4656 C(l2) _ %)1‘2
- (3 Ba'+ 45! Ca’ = 22 a)e

+13Ca' + 52a? — 4 Ba’|, (40)

Para esta clase de solucién encontrada, los funciones €2” y €2* adquieren valores finitos
en el centro x = 0, al igual que en el caso para o = 2. La densidad de energia toma el
valor de p = % + 3 B en el centro de la estrella. En z = 0, la presiéon toma el valor de
p= % — %. Sin embargo, esta clase de solucién posee una singularidad en la densidad de
carga y en el campo eléctrico. Esta singularidad en z = 0 no se presenta en la densidad,
la cual siempre permanece finita, lo cual contrasta con el modelo de Mak y Harko [14] y

Komathiraj y Maharaj [15].

6. Conclusiones

Se ha generado una nueva clase de soluciones exactas para el sistema de ecuaciones de
Einstein-Maxwell. Se estudiaron dos nuevos tipos de soluciones analiticas especificando
la forma del potencial gravitacional. El primer tipo de solucién es un modelo de estrella
de quarks no singular que tiene valores finitos para la densidad, la presion y la intensidad
de campo eléctrico en el centro de la estrella. La segunda clase de solucion presenta un
comportamiento similar al de la solucion de Komathiraj y Maharaj [2], pero solo presenta
singularidades en la densidad de carga y la intensidad de campo eléctrico. El método para
generar soluciones analiticas exactas depende de la escogencia de la forma de y(z) con la

que se obtiene la funcion Z, necesaria para determinar soluciones fisicamente aceptables.
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