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Martingalas discretas. Aplicaciones

MIGUEL A. MARMOLEJO*
EDGAR A. VALENCIA™

Resumen. Debido a su amplio rango de aplicaciones, la teoria de las martin-
galas es parte fundamental de la probabilidad. En este articulo se presentan
las nociones basicas de las martingalas discretas y se recopilan algunas de
sus aplicaciones en probabilidad y analisis, dando idea de los diferentes
contextos donde se usan.

Introduccién

La teoria de las martingalas es una rama de la probabilidad ampliamente desarrollada;
si bien fue el francés P. Levy (1886-1971) su creador, fue el norteamericano J. L. Doob
(1910-2004) quien establecié entre 1940 y 1960 las bases mateméaticas de su desarrollo
y aplicacién, no sblo en probabilidad, sino también en areas de la matemaética como
teoria de potencial (ver la parte 2 y la nota histérica del capitulo 2.III de Doob [1]).
Actualmente, una bisqueda en la internet sobre martingalas conduce a miles de entra-
das correspondientes a nuevos desarrollos (por ejemplo, en Evans et al. [2] se investiga
sobre una posible definicion de martingalas con valores en cuerpos locales) y a diversas
aplicaciones (por ejemplo, en Brislawn [3] se usan martingalas discretas para estudiar
operadores tipo traza). De otra parte, el calculo estocastico moderno involucra integra-
cion estocéstica con respecto a martingalas, las cuales incluyen el movimiento browniano

y el proceso de Poisson compensado (ver por ejemplo, Yeh [4], Karatzas et al. [5] o Revuz
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136 MIGUEL A. MARMOLEJO & EDGAR A. VALENCIA

et al. [6]). Una de las areas donde hoy se aplica la teoria general de la integracion esto-
céstica es la economia (ver por ejemplo Shreve[7], Oksendal [8] o en castellano Venegas
[9)-

En este articulo se presentan con rigor propiedades basicas de las martingalas discretas
para luego abordar algunas de sus aplicaciones en probabilidad y analisis; para ello se
siguen cuatro referencias modernas muy elegantes: Williams [10], Yeh [4], Shiryaev [11] y
Ash et al. [12]. Cualquiera de estas referencias es recomendable para el lector interesado
en conocer més sobre el amplio campo de las martingalas. El aporte del trabajo consiste
en presentar de manera rigurosa, global y coherente lo esencial de un parte fundamental
en la teoria moderna de las probabilidades, y en recopilar algunas de sus aplicaciones,

ilustrando sus técnicas.

El trabajo esta dividido en dos partes. En la primera (Secciones 1 a 3) se presentan las
nociones bésicas de las martingalas discretas que son necesarios para el resto del trabajo.
De manera explicita, en la Seccién 1 se dan los conceptos de esperanza condicionada,
martingala y tiempo de paro. La Seccion 2 se dedica a teoremas de convergencia de
martingalas y en la Seccion 3 se establecen resultados sobre martingalas uniformemente
integrables. En la segunda parte (secciones 4 y 5) se usa la teorfa de las martingalas
discretas para demostrar algunos resultados de probabilidad y anélisis. En la Seccion
4 se recopilan aplicaciones clasicas en probabilidad (la Ley Cero-uno de Kolmogorov,
la Ley de los Grandes Numeros, convergencia de series y fluctuaciéon de Bernoulli en
un segmento) y en la Seccion 5 se dan aplicaciones en anélisis (El teorema de Radon-

Nikodym, funciones lipschitzianas y el sistema de funciones de Haar).

Parte I: Martingalas discretas

1. Esperanza condicional, martingalas y tiempo de paro

En esta seccidon se introducen la terminologia y resultados necesarios para abordar el
resto del trabajo. Se comienza con el concepto de esperanza condicional, que es la herra-
mienta fundamental en la definicion y estudio de las martingalas. Después se consideran

los tiempos de paro y las martingalas frenadas.
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Martingalas discretas. Aplicaciones 137

1.1. Esperanza condicional

Dados un espacio de probabilidad (2, F,P), una sub-o-algebra § de F y una variable
aleatoria integrable X, existe una variable aleatoria Y = E(X|9), llamada esperanza
condicional de X dada G, que da cuenta de la informacion G en el sentido que cumple

las propiedades dadas en el siguiente teorema.

Teorema 1.1. Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad, § una sub-o-dlgebra de F, y X
una variable aleatoria tal que E (| X|) < co. Entonces existe una variable aleatoria Y que

es G-medible e integrable y tal que para cada G € G se verifica

/YdP:/XdP.
G G

Mds atn, st Y* es otra variable aleatoria con estas propiedades, entonces Y =Y ™* c.t.p.

Una variable aleatoria con las propiedades anteriores es llamada una version de la

esperanza condicional de X dado G y se escribe Y = E(X|9).

Demostracion. Para demostrar la unicidad se procede por contradicciéon. Suponga que el
evento A = {Y —Y™* > 0} tiene probabilidad positiva. Como A es la union de la sucesion
creciente de eventos A, = {Y —Y™* > %}, entonces P(A) = nl;n;o P(A,) >0, y por tanto
existe ng € N tal que P(A,,) > 0. Puesto que Y y Y* son G-medibles, entonces 4,,, € G

y

1
0:/ (Y —Y*)dP > = P(Ay,) > 0.
Ang o

Esta contradiccion muestra que Y = Y™ c.t.p.

Para demostrar la existencia, primero supéngase que X € L3(Q, F, P) = L*(9).
Dado que L2(F) es un espacio de Hilbert y que L?(f), G, P) = L?(G) es un subespacio
cerrado de L?(F), el teorema de la proyeccién ortogonal garantiza la existencia de un
tmico Y € L?(§) tal que para todo Z € L?(9)

E((X -Y)Z) = /(X _Y)ZdP = 0.
Q
En particular, para cada A € G se tiene 14 € L?(§) y

E(X —Y)I4) = /A(X —Y)dP =0,

/XdP:/YdP.
A A

esto es,
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138 MIGUEL A. MARMOLEJO & EDGAR A. VALENCIA

Esto muestra que Y es una version de E(X|G), y que Y > 0si X > 0.

Para demostrar la existencia de la variable aleatoria E(X|G) cuando E(|X]|) < oo,
escribiendo X = Xt — X7; XT = mdx{X,0}, X~ = —min{X,0} se observa que es
suficiente considerar el caso X > 0. Ahora bien, para cada X > 0 existe una sucesion
creciente de variables aleatorias no negativas y acotadas (X, )nen que converge c.t.p.
hacia X: 0 < X,, T X.

En vista de que cada X,, € L?(5F), por lo dicho antes, para cada n € N existe Y, € L?(G)
tal que Y, = E(X,|9) > 0. Resulta entonces que (Y;,)nen €s una sucesion creciente de
variables aleatorias no negativas de LQ(S): 0<Y,1. Sise define

Y(w)= lim Y,(w), weq,

n—ro0

entonces Y es G-medible y Y,, T Ye.t.p.. Por el teorema de la convergencia monotona,
para cada A € G se verifica

/XdP: lim /XndP: lim YndP:/YdP,
A A A

n—oo n—oo A

es decir, Y es una version de E(X|9). v

Notese que la demostraciéon anterior no utiliza el teorema de Radon-Nikodym, como
es lo usual en muchos textos de probabilidad (Ash et al. [12], Bauer [13], Billingsley [14]
y otros). A su vez, el teorema de Radon-Nikodym se demostrara utilizando martingalas
(Subseccion 5.1).

El siguiente teorema contiene las propiedades més relevantes de la esperanza condicio-
nada, algunas de las cuales se dejan entrever en la demostracion del teorema de existencia
y unicidad que se acaba de considerar. Para las demostraciones de todas ellas se pueden
consultar, por ejemplo, el Capitulo 9 de Williams [10] y la Secciéon 7 del capitulo IT de
Shiryaev [11].

Teorema 1.2 (Propiedades de la esperanza condicionada). Sean (2, F, P) un espacio de
probabilidad, G y H sub-c-dlgebras de F y X, X1, Xa, ... variables aleatorias integrables.

Las siguientes relaciones valen en c.t.p.
1. (Medibilidad) Si X es G-medible, entonces E(X|G) = X.
2. (Doble esperanza) E(E(X|9)) = E(X).

3. (Linealidad) F(aX; + bX2|G)=aE(X1|G) +bE(X2|9), a,b € R.
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Martingalas discretas. Aplicaciones 139

4. (Positividad) Si X > 0, entonces Y=FE(X|G) > 0. En particular, |E(X|9)| <
E(X]]9).

5. (Convergencia monotona) Si 0 < X,, T X, entonces E (X,|9) 1 E (X|9).
6. (Fatou) Si X,, > 0, entonces E(liminf X,,|G) < liminf E(X,|9).

7. (Convergencia dominada) Si | X, (w)| < V(w) para todo n € N, E(V) < oo y X,, =
X, entonces E(X,|9) — E(X|9) v E(|X,, — X||9) — 0.

8. (Desigualdad de Jensen) Si f: R — R es una funcion conveza tal que E(|f(X)]) <
00, entonces E(f (X)|9) > f(E(X)I9)). En particular, si E(|X[P) < oo, p > 1,
entonces E (| X|P|G) > |E (X|9) |

9. (Propiedad de la torre) Si H es una sub-o-dlgebra de G, entonces

E(E(X|9)|H) = E(X|H).

10. (Extrayendo lo medible) Si X es G-medible y E(]X X1|) < oo, entonces

E(XX1]9) = XE(X1]9).

11. (Independencia) Si H es independiente de o(0(X),§), entonces E(X|o(G,H)) =
E(X|S9). En particular, si X es independiente de 3, entonces E(X|H) = E(X).

En (11) del teorema anterior, y en lo que sigue, o(D) se refiere a la o-algebra generada

por la clase D de subconjuntos de €2, es decir, la menor o-algebra en §2 que contiene a D.

1.2. Martingalas

En este apartado introducimos el concepto de martingala en tiempo discreto, que es
justo lo necesario para abordar la segunda parte del trabajo. Para un estudio de las
martingalas en tiempo continuo puede consultarse Yeh [4], Karatzas et al. [5] o Revuz et
al. [6].

En lo que sigue (Q2,J.P) es un espacio de probabilidad, {F,}ney s una filtracion;
esto es, una sucesion creciente de sub-o-dlgebras de F: F; C Fp C --- C F, Fo :=

o ( U ?n> y X = (X5),, ex una sucesion de variables aleatorias. Notese que si se define
neN

FX = 0(X1,...,X,), n € N, entonces {FX},,cy es una filtracion; ésta se denomina la

filtraciéon natural de X.

Vol. 27, No. 2, 2009]



140 MIGUEL A. MARMOLEJO & EDGAR A. VALENCIA

Definiciéon 1.3. Se dice que X = {X,,, ¥, }ney €s una martingala, si para cada n € N se

verifican:

(M) E(|Xn]) < oo
(My) X, es Fp-medible.
(M) X = E(Xn4a|Fn).

Cuando (M3) se cambia por X,, > E(X,,4+1|Fy), se dice que X es una supermartingala,

y cuando se cambia por X,, < E(X,,4+1|F,), entonces se dice que X es una submartingala.

Observaciéon 1.4. Si X = {X,,,F,}ney €8 una submartingala y f : R — R es una
funciéon convexa creciente tal que f(X,) es integrable para cada n € N, entonces
f(X) = {f(Xn),Fn}tney es una submartingala. En efecto, por la desigualdad de Jen-
sen ((8) del Teorema 1.2), X,, < E(X,11|Fy) implica f(X,) < f(E (Xnt1)|Fn)) <
E (f (Xn+1) |Fn). En particular, { X, F,},cy s una submartingala.

Ejemplo 1.5. El ejemplo mas sencillo y fundamental de martingala se obtiene definiendo
X, = E(Y|%,), donde Y una variable aleatoria integrable y {F, }nen una filtracion. En

efecto, por las propiedades 4 y 2 de la esperanza condicionada, se tiene
E(IXa]) = E(E(Y|Tn)]) < E(E([Y[|F0)) = E(|Y]) < oo,

y por la definicion de esperanza condicionada X, es F,-medible. Por tltimo, por la

propiedad 9 de la esperanza condicionada se llega a
E(Xn+1|‘rfn) = E(E(Y|3rn+1) ‘Cfn) = E(Y‘ffn) = Xn.

En este ejemplo la variable aleatoria Y no es necesariamente F..-medible; pero si
definimos X, = E(Y|F), entonces X es Foo-medible e integrable y, por la propiedad

9 de la esperanza condicionada, para todo n € N, se tiene
X, =EY|F,) =EEY|Fx) |Fn) = E(Xo|Fn).

Mas ain, si Z es otra variable aleatoria Fo-medible tal que X,, = E(Z|F,), n € N,
entonces Z = X c.t.p., como se demostraré en el Teorema 3.5. Este ejemplo motiva la

siguiente definicion.
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Martingalas discretas. Aplicaciones 141

Definicion 1.6. Sea X = {X,, F,}ney una martingala (submartingala, supermartin-
gala). Si existe una variable aleatoria integrable y F,.-medible X, tal que para todo
n € N se tenga X,, = E(X|Fn) (respectivamente X,, < E(Xw|Fn), Xn = E(X|Fn)),

entonces se dice que X, es ultimo elemento de X o elemento final de X.

De acuerdo con lo dicho arriba, si X, y Z son elementos finales de una martingala X =
{ X, Fnlneny, entonces Xoo = Z c.t.p. No es este el caso cuando X es una submartingala
(supermartingala). En efecto si X, < E(Xoo|Fn), n € N (X, > E(Xo|Fn), n€N) yc
es una constante positiva, entonces X, < E(Xo + ¢|F,), n € N (X,, > E(Xo — ¢|Fn),
n € N). El concepto clave para decidir sobre la existencia de ultimo elemento para una

martingala es el de integrabilidad uniforme que veremos en la Seccién 3.

Terminamos este apartado presentando la definicion de martingala inversa y un ejemplo
que se usard en la Subsecciéon 4.2. En la siguiente definicién se llama filtraciéon inversa

sobre (2, F,P) a una sucesion {5, }nen no decreciente de sub-o-algebras de F, es decir,

Definicién 1.7. Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad, {G,, } nen una filtracion inversa
y (X5 )nen una sucesion de variables aleatorias. Se dice que X = {X,, Gn}nen €s una

martingala inversa, si para cada n € N se verifican:
(M'1) | X5 < 0.

(M'1) X, es G,-medible.

(M/l) E (Xn‘gn—}—l) = Xn+1-

Cuando (M3) se cambia por X,,41 < E(X,|G,+1), se dice que X es una submartingala
inversa, y cuando se cambia por X, +1 > E(X,|9n+1), entonces se dice que X es una
supermartingala inversa.

Ejemplo 1.8. Procediendo como en el Ejemplo 1.5, es facil ver que si Y es una variable

aleatoria integrable y {9, }nen es una filtracion inversa, entonces X, := E(Y'|G,) define

una martingala inversa.
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1.3. Tiempo de paro

Intuitivamente los tiempos de paro constituyen un método de truncamiento de las
trayectorias de un proceso estocastico. Se presentan aqui la definicién de tiempo de paro

y algunas propiedades relacionadas con las martingalas.

Definicién 1.9. Una variable aleatoria T':  — N|J{oo} se llama tiempo de paro con
respecto a la filtracion {F, nen, si {w : T(w) < n} € F,, para todo n > 0 (o equivalen-

temente {w : T'(w) = n} € &, para todo n > 0).

El ejemplo clésico de tiempo de paro es el tiempo de la primera visita de una sucesion
aleatoria X = (X,,)nen & un conjunto medible B € B (R), definido por
T — inf{n e N: {X,, e B}} si{neN:X, € B} #0,
b 00 si{neN:X, € B} =a.
En efecto, se tiene que Tz es un tiempo de paro con respecto a la filtracién natural de

X: FX =0(X1,...,X,), pues {w: Tp(w) <n} = J {w: Xx(w) € B} € FX.
k<n

También, si T’ es un tiempo de paro y m € N, entonces S =T A'm = min{T,m} es un
tiempo de paro, pues {S < n} = {T <n}U{m < n} € F, para cadan € N.
Si T un tiempo de paro con respecto a la filtracion {Fy,}nen v (Xn)nen una sucesion

de variables aleatorias, entonces la funcion Xt dada por
oo
XT(w) = Z X’n,(w)I{T:n} (OJ)7
n=1

donde X7 = 0 sobre el conjunto {w : T = oo}, es una variable aleatoria (F-medible). En

efecto, para cada B € B (R) se tiene

{weQ: Xpw) e By = | J{w e Q: Xp(w) € B}N{w € Q: T(w) =n}) € F.

n>1
Por definicion, si {X,, Fn}ney €s una martingala (submartingala, supermartingala),
entonces E(X,+1|Fn) = Xn (BE(Xnt1Fn) > X, E(Xpn11|Fn) < Xy, respectivamente).
Por lo tanto, por la propiedad (2) del Teorema 1.2, E(X,41) = E(X,) (E(Xnt1) >
E(X,), E(Xn+1) < E(X,,); respectivamente). De aqui que E(X,) = E(X;) (E(X,) >
E(X1), E(X,) < E(X;)) paratodon € N. Si T es un tiempo de paro, es importante saber
bajo qué condiciones se mantiene la igualdad cuando reemplazamos n por el tiempo de
paro T, esto es, E(Xr) = E(X1) (E(Xr) > E(X1), E(X7) < E(X1), respectivamente),

cuestion que se trata en lo que sigue.
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Martingalas discretas. Aplicaciones 143

Teorema 1.10 (Martingalas frenadas). Sean X = {X,,, F,,}nen una sucesion estocdstica

y T un tiempo de paro con respecto a la filtracion {Fp }nen.

(1) Si {Xn, Fnlnen es una submartingala, entonces XT = {X7pn, Fnlneyn €s una

submartingala, y en particular E(Xtan) > E(X1) para todo n € N.

(2) Si{Xn, Fn}ney es una martingala, entonces X7 = {Xran, Fnlney €8 una mar-

tingala, y en particular E(X1an) = E(X1) para todo n € N.

(3) Si{X,, Fnlnen es una supermartingala, entonces X7 = {X1nn, Fnlney €5 una

supermartingala, y en particular E(Xta,) < E(X1) para todo n € N.

Demostracion. (1) Para todo n € N se tiene que

n
Xran = Xrlir<ny + Xnlirsny = ZXjI{T:j} + Xolirsny,
i=1

por lo que X7, es F,-medible e integrable. Puesto que
XT/\(n+1) — Xrpn = I{T>n} (Xn+l - Xn) )

tomando esperanza condicionada con respecto a F, y usando (10) del Teorema 1.2, se

llega a
E (XT/\n+1 - XT/\n‘gjn) = I{T>n}E(Xn+1 - Xn|3~n) > Oa

lo que muestra que {X7an, Fnlney €s una submartingala. Por lo dicho arriba, se tiene
que E(X7an) > E(X7ra1) = E(X1) para todo n € N. Las demostraciones de (2) y (3) se

hacen de forma anéloga. ]
Teorema 1.11.

(1) Sean X ={X,, Fn}ney wna submartingala (supermartigala) y T un tiempo de paro
con respecto a {Fy}nen. Entonces X es integrable y E(Xp) > E(X1) (respectiva-
mente E(Xr) < E(X1)), en cada una de las siguientes situaciones:

(i) T es acotada, es decir, existe un ¢ € N, tal que T(w) < ¢ para todo w € Q.
(#1) T es finito c.t.p. y X es acotada, es decir, existe unb € RT tal que | X, (w)| < b

para todo n € N y todo w € Q.
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144 MIGUEL A. MARMOLEJO & EDGAR A. VALENCIA

(1ii) E(T) < oo y existe b € RT tal que | X, (w) — Xp—1(w)| < b para todon € N y
todo w € Q.

(2) Si alguna de las condiciones (i) — (iii) se cumple y X es una martingala, entonces

E(X7)=E(Xy).

Demostracion. (1) Por el teorema anterior, para todo n € N se tiene que Xpp, es F,-
medible, integrable y E(X7an) > E(X1).
Para (i), tomando ¢ = n, se obtiene E (Xr) = E (X7ac) > E(X7).

Para (ii), como | X, (w)| < b para todon € Ny cadaw € Q y T es finito c.t.p., el

teorema de la convergencia dominada implica
E(XT) = nILH;oE (XT/\n) Z E(Xl)

Para (i), se tiene que
ThAn
[Xran = Xa| = |3 (X5 = Xjo0)| ST
j=2
y E (bT) < co. Aplicando el teorema de la convergencia dominada se llega a
E (X7 —X1) = lim E(Xrpan — X1) >0,
n— o0
esto es, E (Xr) > F(X4).

(2) Esta demostracion se hace de forma analoga a (1). v

En (1)-(é4i) del teorema anterior, puede suceder que E(T) < oo y que E(|X7|) = o0
como se muestra en el Ejemplo 6.17 de Romano et al. [15], donde aparecen otros ejemplos

relacionados con martingalas.

Teorema 1.12. Sean X = {X,, F,}ney una martingala y T un tiempo de paro con
respecto a {Fp tnen. Si (1) P(T < 00) =1, (2) E(|X7|) < 00, y (3) lim E (XnI{T>n}) =
0, entonces E(X7) = E(X1).

Demostracion. Para cualquier n € N se cumple

E(XT) - E(XT/\TL) - F (XTLI{T>TL}) + K (XTI{T>n}> .
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Como {Xpar, Fnlney €s una martingala, entonces el Teorema 1.10 conduce a E(X;) =

E(X7an) y, por la suposicion (3),

E(Xr) = B(X1) + lim B (XrIirsny) -

(o]
La suposicion (2) implica que la serie E(X7) = > E(XyI{r—x}) converge, lo que conduce
k=1

a
(o]
Jim B (Xrlrsn) = Hm Y B(Xelir—y) = 0.
k=n+1
De aqui se concluye que E(Xr) = E(X1). v

2. Teorema de convergencia de martingalas

En esta seccion se considera la convergencia de submartingalas. El teorema de los cruces
de Doob es el resultado fundamental para el estudio de la convergencia de submartingalas;

con su uso se muestra que una submartingala acotada en L! tiene limite en c.t.p. (Teorema
3.5).

Teorema 2.1 (Teorema de Halmos). Sean {X,, T }ney una submartingala, By, € B (R¥),

k=1,2,3,..., y Z1,Za,..., las variables aleatorias definidas por

5 1 s (Xi. X0 €By
"Tlo si (X1,...,X3) ¢ B,

es decir, Z1(w) = I, (X1 (w)), ..., Zy(w) = I, (X1 (w),..., Xk(w)). Sean ahora

Yl = X17
Yo = X1 + Z1(Xe — X7),

Y,=X14+21(Xo— X1)+ Z2(Xs — X2),+Z3(Xa — X3) + - - + Zpn—1(Xp, — Xp—1).

Entonces {Yyn, Fnlney €s una submartingala y E(Y,) < E(X,) para todo n € N. Ade-
mds, si {Xn, Fnlney s una martingala, entonces {Yy, Fnlney €s una martingala y
E(Y,) = E(X,) para todon € N.

Demostracion. Es claro que Y, es F,-medible e integrable para todo n € N. Si

{Xn, Fnlnen €s una submartingala, entonces

E(YrL+1|?7L) =F (Y;L + ZTL(X7L+1 - Xn)‘:}"n) - Yn + ZnE (X7L+1 - X’FL|$IL) > Y;Lv
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esto es, {Yy, Fnlney €s una submartingala. Para mostrar que E (Y,) < E (X,) para

todo n € N, escribiendo

Xit1 — Yit1 = Xpp1 — Ve + Zi (X1 — X))
= Xpt1 — Y — Zg (Xk+1 — Xk) + X — X
= (1= Zk) (X1 — Xi) + (X — Vi),

y usando (3) y (10) del Teorema 1.2 se llega a

E (Xps1 — Vi |Fe) = (1 — Z)E (Xjs1 — XilTFe) + B (Xi — Yi|Te)
> E(Xp — YilFr) = (Xi — Vi)

Tomando esperanza a ambos lados de la anterior desigualdad y utilizando la propiedad

de la doble esperanza (ecuacion (2) del Teorema 1.2) se concluye que
E (Xps1 — Yer1) > B (Xi — Vi) > 0.

Como E (Y1) = E(Xy), entonces E (Xiy1 — Yi+1) > 0y E(Y,) < E(X,) para todo
n € N.

Cuando {X,,, Fn}ney €s una martingala, basta cambiar las desigualdades por igual-

dades. v

Definicion 2.2 (Cruces hacia arriba). Sea {X;}1<;<y una sucesion estocastica finita y sean

a y b dos niimeros reales tales que a < b. Consideramos las siguientes variables aleatorias:

T, =inf{ke{l,...,n}: X <a},

Ty ={f{ke{l,...,n}:k>T1 y Xp > b},
Ts=mf{ke{l,....,n} : k>Tr y X <a},
Ty=inf{ke{l,...,n}: k>T5 y Xi > b},

y asi sucesivamente, haciendo T}, = oo si el correspondiente conjunto es vacio. Si N es el
namero de los T que son finitos, definimos el namero de cruces hacia arriba de [a, b] por

la sucesion {X;}1<i<, como

N

— si N es par,

2

N-—-1

5 si N es impar.

U,(a,b) =
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Teorema 2.3 (Teorema del cruce de Doob). Si {X;, Fiti<i<n es una submartingala,

entonces

E ((Xn - a)+)

B (Un(ab) £ —5—

., . . +
Demostracion. Si {X;,F;}1<i<n €s una submartingala, entonces {(XZ —a)", 5‘}-} oy
== 1<i<n
es una submartingala no negativa (ver observacion 4). Ahora bien, el ntimero de cruces
hacia arriba de {X;, F;}1<i<n entre a y b es igual al namero de cruces hacia arriba de

{(X; — a)+, Fiti<i<n entre 0y (b — a), pues

Xp<a<= (X,—a)<0= (X, —a)T =0,

Xp>b<= (Xp,—a)> (b—a) <= (X, —a)t > (b—a).

Entonces se puede suponer que X; > 0 parai=1,2,...,n y que a = 0. (Obsérvese que
X1, < a es ahora equivalente a X7, = 0).

Sea ahora Z; = 0 parai < Ty; Z; = 1 para Ty < i < Ty; Z; = 0 para Ty < i < T3;
Z; =1 para T3 < i < Ty, y asi sucesivamente. Definiendo, como en el teorema anterior,
Vi=X;;Yo=X1+Z1(Xo—X1);.. s Yo = X1+ Z1(Xo— X1) + Zo( X3 — Xo) + Z3(Xa —
X3) + -+ Zn_1(Xy — Xn—1), se observa que Y, es el incremento total durante los
cruces hacia arriba por la sucesion {X;, F;}1<i<n, més posiblemente un cruce parcial
hacia arriba al final, mas una contribucion debida a X; > 0. Asi que bU,(0,b) < Y.
Por el teorema anterior {Y;, &F;}1<i<n es una submartingala con E(Y,,) < E(X,,), lo que

conduce a

v

B(Y.) _ E(X,)

B(U,(0.5)) < =5 -

Nota. Si U(a,b) denota el namero de cruces hacia arriba sobre (a,b) por la martingala
{Xn, Fn}lnen, entonces U, (a,b) T U(a,b), donde U, (a,b) es el nimero de cruces hacia

arriba sobre (a,b) por la martingala finita {X;, F;}1<i<n.

Teorema 2.4 (Teorema de convergencia de submartingala de Doob). Si {X,, F,}ney
es una submartingala y sup, ey E (| Xn|) < 0o (equivalentemente sup,,cn E (X;7) < 00),

entonces existe una variable aleatoria Xoo tal que lim X,, = X ct.p. y E (| Xx]) < 00.
n—oo
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Demostracion. Supongamos que (X, )nen N0 converge c.t.p., esto es,
P({w : limsup X, (w) > liminf X,,(w)}) > 0.
Como

{w: X, (w) no converge }
= {w : limsup X, (w) > iminf X,,(w)}

= U {w:h’msuan(w) >b>a>1imiann(w)},
a<b a,beQ

existen nimeros racionales a,b con a < b tales que
P{w : limsup X,,(w) > b > a > liminf X,,(w)}) > 0.

Esto implica que sobre un conjunto con probabilidad positiva (X, )n,en tiene un nimero
infinito cruces hacia arriba en (a,b), esto es, U(a,b) = co. Puesto que (Uy(a,b))nen es

una sucesion monotona de variables aleatorias no negativas tal que
lim U,(a,b) = Ul(a,b),
n—oo

por el teorema de la convergencia mondtona

lim E (Uy(a,b)) = E (U(a,bd)) = .

n— oo
Por el Teorema 2.1 para n = 2,3, ..., se sigue que

1

E(X7 +lal)
(b—a)

E(Un(QVb)) S bfa )

E(X,—-a)t <

y por tanto

E (U(a,b)) = lim E (Uy(a,d)) < suppey (B (X3 + |al)) < oo,

n—oo b—a

lo cual es una contradiccion. Luego existe una variable aleatoria X, tal que lim X, =
n— 00

X c.t.p. Como
Xol =X +X, =2X'-X, y E(X,>E(X1),
entonces

E(|X,]) =2E(X,)) - E(X,) <2E (X,]) - E(X1) < o0,

n
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con lo que

sup E (| Xn|) < 2sup E (X)) — E(X1) < o0.
neN neN

El Lema de Fatou aplicado a (| X, |)nen, conduce a

E(IXacl) = B ( 1im | X,])
= F (liminf |X,|) < liminf E (| X,|)

<sup E (| X,]) < oo,
neN

y por tanto X, es integrable. ]

Observacion 2.5. Si consideramos la o-dlgebra T := o | |J Fy |, entonces liminf X,
n>1

y lim sup X,, son Fo-medibles, y por lo tanto X, es Fo-medible.

Corolario 2.6. Si X = {X,,, F,,}ney es una submatingala no positiva o es una martingala
no negativa, entonces existe una variable aleatoria integrable y Foo-medible X oo tal que

Iim X, = X, ctp.

n—o0

Demostracion. Si X es una submartingala no positiva, entonces para todo n € N se
cumple F(X;) < E(X,) < 0. De aqui que E(|X,|) = —F(X,) < —E(Xy1), y el
resultado se obtiene del teorema anterior, en virtud de que sup,,cy F (| X5|) < —E (X1) <

Q.

En el caso en que X es una martingala no negativa, el resultado se tiene, puesto que

sup E (| X,|) =sup F (X,,) = F(X1) < o0. v
neN neN

Observacion 2.7. El Teorema 2.4 también vale para supermartingalas, pues si
{Xn, Fnlneyn s una supermartingala, entonces {—X,,, F,}necy €s una submartinga-

la.

Observacién 2.8. Si {X,,, F,}ney €s una martingala con X,, € L%(Q, F, P) para cada
n € Ny tal que sup,, ey E (| X2]) < 0o, entonces existe una variable aleatoria X« tal que

lim X,, = X ct.p.y en L%(Q, F, P) (ver Capitulo 12 de Williams [10]).

n— 00

Los resultados demostrados sobre convergencia de martingalas, submartingalas y su-
permartingalas tienen una version equivalente para martingalas, submartingalas y super-

martingalas inversas. En particular destacamos el siguiente resultado.
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Teorema 2.9. Si {X,,, Gn}nen es una submartingala inversa e inf,cny F(X,) > —oo,

entonces existe una variable aleatoria integrable X tal que Xoo = lim X, c.t.p.
n—r 00

Demostracion. Observe que si {X,,Gn}neny es una submartingala inversa, en-
tonces la sucesion finita {X,,..., X1} es una submartingala. En efecto, como

oc(Xn, Xn-1,--+y Xk+1) € Gg+1, por (9) del Teorema 1.2 se sigue que
FE (Xk|Xn, e 7Xk+1) =F (E (ch|9k+1) |AX']H_17 . e Xn) Z Xk+1 C.t.p.

Sea Up(a,b) el namero de cruces hacia arriba de la martingala {X,,..., X;}; entonces,

por el Teorema 2.3,
1 +
< — —
E (Uy(a,b)) < 5o aE ((X1 a) ) < 0,

y por el Teorema 2.4 existe X, tal que Xoo = lim X, c.t.p. Veamos ahora que X
n— 00

es integrable. Puesto que {X,,..., X1} es una submartingala, entonces {X,,..., X;"}

n

también lo es, y por lo tanto E(X;") < E(X;"). Ahora bien, como |X,| = 2X — X,,,
entonces E (| X,|) < 2E (X;}) — infen E (X,,) < oo, y por el Lema de Fatou se concluye

que

E (| X|) <liminf E (]X,]) < co. 4

3. Martingalas uniformemente integrables

Como se dijo en la Subseccion 1.2, el concepto clave para decidir si una martingala tiene
altimo elemento (ver Definicién 1.6) es el de integrabilidad uniforme. Aqui se establece
que una martingala X tiene tltimo elemento si y s6lo si X es uniformemente integrable

(Teorema 3.6).

Definicién 3.1. Se dice que una sucesion de variables aleatorias (X, )nen sobre un espacio
de probabilidad (2, F,P) es uniformemente integrable, si para todo € > 0 existe ¢ > 0 tal

que

sup/ | Xn|dP < e,
neNJ{|x,|>c}

o equivalentemente, si
lim sup/ | X |dP = 0.
€= neN J{| X, |>c}
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En lo que sigue se usan los siguientes hechos relacionados con integrabilidad uniforme.

Teorema 3.2. Sean X, X1, Xo, ... variables aleatoria extendidas sobre el espacio de pro-
babilidad (Q, F, P).

1. X es integrable si y solo si f{|X‘>C} |X|dP L0 cuando ¢ — oo.

2. Si X es integrable, entonces para todo € > 0 existe un é > 0 tal que F € F y P(F) <
z'mplz'can/ | X|dP < e.
F

3. La sucesion (Xp)nen es uniformemente integrable si y solo si se cumplen las siguientes

condiciones:

(1) suppen B (|Xn]) < oo

(i¢) Para todo € > 0 existe un 0 > 0 tal que / | X,|dP < € para todo n € N, siempre
F
que Fe ¥y P(F) <é.

4. Si (Xn)nen es una sucesion de variables aleatorias en L' tal que X,, = X en proba-
bilidad y (X, )nen es uniformemente integrable, entonces X € L' y X,, — X en L%,
esto es, E (| X, — X|) — 0.

Para una demostracion de este teorema y otras propiedades sobre integrabilidad uni-

forme, véase por ejemplo la Seccion 4 del Capitulo 1 de Yeh [4].

Teorema 3.3. Si Y una variable aleatoria integrable y {F,}nen una filtracion, entonces

la martingala {X,, = E (Y|F,), Fn}lnen es uniformemente integrable.

Demostracion. Como se establecio en el Ejemplo 1.5, la martingala {X, =

E(Y|%F,), Fnlnen satisface E (| X,]) < E(| Y]). Sea € > 0; por (2) del teorema an-

terior existe § > 0 tal que F € Fy P(F) < ¢ implican / |Y|dP < e. Por la desigualdad
F

de Chebyshev, si ¢ > %, entonces

B(X) _ E(YD _ s

Ahora bien, como {|X,| > ¢} € F, y |[E(Y|F,)| < E(|Y]|F,), entonces para todo n € N

P(|Xnl >¢) <

se tiene

/ | X, |dP < / Y|dP < e.
{1Xnl>c} {IXal>c}

Esto es, { Xy, Fnlnen es una martingala uniformemente integrable. ]
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Teorema 3.4. Si X = {X,,, Fp}lney es una martingala (submartingala) uniformemente

integrable, entonces existe una variable aleatoria integrable y Foo-medible X~ tal que:
(1) X, = Xoo ctp. y X, — Xoo en L1,

(2) Para todon € N, X,, = ()E (Xs|Fn) c.t.p., esto es, Xoo es tltimo elemento de
X.

Demostracion.

(1) Como X es uniformemente integrable, por (3) del Teorema 3.2, sup, oy E(|Xn|) <
00. Por el Teorema 3.5 existe una variable aleatoria X, que es integrable y Foo-
medible tal que X,, - X, c.t.p. Ahora bien, como la convergencia c.t.p. implica la
convergencia en probabilidad, y como X es uniformemente integrable, entonces por

(4) del Teorema 3.2, X,, — Xoo en LL.

(2) Puesto que X es una martingala (submartingala), para todo m > n se tiene que

Xn = (S)E (Xim|Fn) c.t.p. Asi que para cualquier F € &,

/X dpP = /E(Xm|3~ )dP = /X dP.

Puesto que X,,, = Xoo en L' y

/deP/XOOdP‘ g/ |Xm—Xoo|dP§/|Xm—Xoo|dP,
F F F Q

/XndP:(g lim [ XmdP = /X dP = / (Xoo|Fp)dP.
F

m—o0

entonces

De aqui que E (X|Fp) = (E)Xn c.t.p. v

Teorema 3.5. Sean Z € L'(Q,F,P), {Fn}nen una filtracion en (2, F) y definamos
X, = E(Z|F,) ct.p.; entonces X = {X,, Frnlnen es una martingala uniformemente

integrable tal que
X, = E(Z|F)=Y ctp. y enlLh.

Demostracion. Ya se sabe del Teorema 3.3 que X es una martingala uniformemente
integrable. Por el Teorema anterior existe una variable aleatoria X, integrable y Fo-

medible, tal que X, — X ct.p. vy en L', y para todo n € N se tiene que X, =
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E (Xoo|Fy). Solo basta demostrar que Xo, =Y c.t.p., donde Y = FE (Z|F ). Ahora, por

(9) del Teorema 1.2 se tiene que
E(Y|3~n) =E(E(Z|F) ‘rfn) = E(Z‘rfn) = Xn,

por lo que si F' € F,,, entonces /
F

/YdP:/ XndP:/XOCdP.
F F F

Esto dice que para todo F € |J F, (y por tanto, para todo F' € o ( U S"n) = 3’00) se
n=1

tiene
/ YdP = / XoodP.
F F

De aqui que Y = X, c.t.p. ]

YdP = / X, dP. Como X,, = E (Xoo|Fn),
F

Los dos tltimos teoremas implican el siguiente.

Teorema 3.6. Una martingala X = {X,,, Fp}nen es uniformemente integrable si y solo

si tiene un ultimo elemento.

Una submartingala (supermartingala) con ultimo elemento no necesariamente es uni-

formemente integrable, pero se tiene el siguiente resultado en esta direccion.

Teorema 3.7. Si X = {X,,, Fp}lnen es una submartingala no negativa con un ltimo

elemento, entonces X es uniformemente integrable.

Demostracion. Si X, es un elemento final de la submartingala X, entonces X, <
E(Xw|Fn) ct.p. para todo n € N, y ademas E(X,) < E(X). Por la Desigualdad
de Chebyshev para todo n € N,

B(X,) _ B(Xax)

P(X,>c)< < cuando ¢ — oco.
c c

Por consiguiente,

lim sup/ X,dP < lim sup/ XoodP =0,
{Xn2>c} {Xn>c}

C—00 neN c— 00 neN

es decir, X es uniformemente integrable. ]
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Un resultado importante sobre martingalas inversas uniformemente integrable que se

usa en el Subseccion 4.2 es el que sigue.

Teorema 3.8. Si X es una variable aleatoria integrable, {S, tnen una filtracion inversa y
M, = E (X|S,), entonces (My)nen es una martingala inversa uniformemente integrable

tal que Moo = E (X|G00) = lim M, c.t.p. y en L',
n—oo

Demostracion. El ejemplo 2 muestra que {M,,, T, }nen es una martingala inversa, y la
misma demostracion del Teorema 3.3 muestra que ésta es uniformemente integrable. Por
(2) del Teorema 1.2, E (M,) = E(E(X|9,)) = E(X). Asi, por el Teorema 2.9, existe
una variable aleatoria M., que es integrable y F,-medible tal que M,, - M, c.t.p. Por
(4) del Teorema 3.2 también se tiene M,, — My, en L. Para ver que My, = E (X|G00)

c.t.p.. se procede como en la demostracion del Teorema 3.5. ]

Parte Il: Aplicaciones

Como parte central del articulo presentamos algunas demostraciones de resultados de

probabilidad y analisis, utilizando la teoria de las martingalas en tiempo discreto.

4. Aplicaciones en probabilidad

4.1. Ley cero-uno de Kolmogdrov

Sean (€2, F,P) un espacio de probabilidad, {F,}nen una sucesion de sub-o-algebras

deF, y1, =0 ( U S"m> la o-algebra generada por Fy,, Fpi1,... A T = Np>17, se la

m>n

llama o-algebra de los eventos terminales de la sucesion {F, }nen. Cuando se considera la
sucesion {FX = o (X1,..., Xn)}nen de o-dlgebras asociada a la sucesion X = {X,, }nen
de variables aleatorias, a 7 se la denomina o-algebra de los eventos terminales de la
sucesion X, y a las funciones f : @ — R que sean 7-medibles se las llama funciones

terminales de la sucesion X.

Es bien conocido que bajo la hipodtesis de independencia de las o-dlgebras los eventos
terminales tienen probabilidad 0 6 1, lo que implica que las funciones terminales son

constantes. Este es el contenido del siguiente teorema.
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Teorema 4.1. Sea X = {X,}nen una sucesion de variables aleatorias independientes.

Se definen las o-dlgebras
oo
Tn =0 (Xnt1, Xnt2,.-.) Yy 7= m Th-
n=1
Si A e, entonces P(A)=1 6 0.

[ee]
Demostracion. Sean A € 1 C FX = o ( U S"ff) yY =14 € LYQ, FX, P). Por el
n=1
Teorema 3.5, M,, = F (Y|3’ff ) define una martingala uniformemente integrable tal que
Y =E(Y|FY)= lim E(Y|FY) ctp. y en L.
n— 00

Puesto que para cadan € N, Y = I4 es m,-medible y por tanto independiente de 3",)1(,

entonces por la propiedad 11 del Teorema 1.2

E(Y|FX)=E()=E4)=P(A) ctp,

es decir,
Y= lim B (Y|F) = lim E(Y)=P(4) ctp.
Como Y toma solo los valores 0 y 1, entonces P (A) € {0,1}. v

4.2. Ley de los grandes niameros

En los albores de la teoria de la probabilidad, la observacion sistematica de diferentes
juegos de azar mostré que cada posible resultado de un juego exhibia cierta regularidad,
en el sentido de que cada vez que un determinado juego se repetia un nimero n grande
y fijo de veces, un resultado particular A tendia a presentarse el mismo namero n’ de
veces, y que cuando n era cada vez mas grande, la llamada frecuencia relativa del evento
A: fa= %/ tendia a estabilizarse alrededor de un ntimero fijo p que se llama probabilidad
del evento A. Esta interpretacion empirica de probabilidad tiene dentro de la concepcion
axiomatica de la probabilidad una caracterizacion matemaética resultado de las llamadas
leyes de los grandes niimeros. La ley débil establece la convergencia en probabilidad de
la frecuencia relativa de un evento A a su probabilidad p, y la ley fuerte establece la
convergencia c.t.p. En esta subseccion se presenta una demostracion de la ley fuerte de

los grandes ntmeros utilizando martingalas.

Vol. 27, No. 2, 2009]



156 MIGUEL A. MARMOLEJO & EDGAR A. VALENCIA

Teorema 4.2 (Ley de los grandes nameros). Sea X = {X,, }nhen una sucesion variables
aleatorias independientes e idénticamente distribuidas, con E (|X,|) < 0o para todo n €

N. S5 S, =X1+---+ X, y E(X,) = p, entonces %Sn — pctp. yen LY
Demostracion. Consideremos la filtracion inversa {G, }nen dada por

91=U(S1,Sz,...),
92:0-(5’275:35"’)7”-7977,:O_(S7Lasn+1;'“)7”-79c>o:mn219na

y la martingala inversa { E(X1|5), Gn }nen. Mostremos primero que F(X1]G,) = n~15,.
Como o (X1,...,X,) vy 0 (Xnt1, Xnto,...) son o-algebras independientes y o (X1, .S,) C
o (X1,...,Xn), entonces las o-dlgebras o (X1, 55,) y 0 (X541, Xnto2, . . .) son independien-
tes. Puesto que G, = 0(Sn, Xn+1, Xn+2, - -.), aplicando la propiedad 11 del Teorema 1.2
se llega a E (X1|G9n) = E(X1|Sn). Ahora, para cada B € B(R), por la definicion de

esperanza condicional se tiene

/ E(X1]S,)dP = / X, dP.
Sx1(B) 5.1(B)

Si se denota por Py la ley comun de las variables aleatorias X1, ..., X,,, por el teorema

de cambio de variables,

/ dep:/.../ 21Px (dzr) - - Py (dz)
S»1(B) *
/ / .IZPX diEl Px(dmn)

_/’ X;dP = /i E(X;|S,)dP i=1,....n,
S:1(B) 5:1(B)

donde B* = {(z1...,2,) : @1 +---+x, € B}. Por lo tanto,

1 1 1
B(X1|Sy) =+ = E(XalSy) = ~E (X1 4+ Xa|Sn) = ~E(Sa|Sn) = — 5,

1

Por el Teorema 3.8, lim —S,, existe c.t.p. y en L'. Denotando por Y este limite, podemos

n—oo N
escribir

oo oS
Y =liminf — =liminf E (X1|G,) ct.p.
n

Como para todo k € N se tiene

X, 44X, X
Y = lim inf (L> — liminf ( kil T
n n

I

+ Xk+n>
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entonces Y es una variable aleatoria terminal de la sucesion X. Asi, por el Teorema 4.1

se tiene que para algin ¢ € R, P (Y = ¢) = 1, de donde
, 1
c=EY)=lmE (—Sn) =L,
n

es decir, 7—1LS,L — pen LY v

4.3. Convergencia de series de variables aleatorias

En esta subseccion se utilizan las martingalas para demostrar uno de los resultados
clasicos sobre convergencia de series de variables aleatorias independientes con varianza

finita.

Teorema 4.3. Suponga que {Xji}ren es una sucesion de variables aleatorias indepen-

dientes tal que para todo k € N, E(Xy) =0 y 07 = var (X)) < co. Entonces:
1. ZO’,% < oo implica ZXk < oo c.t.p.
=1 k=1

2. Si las variables Xj son uniformemente acotadas; es decir, | Xi| < b < oo para todo

k € N, entonces la afirmacion reciproca es vdlida, esto es,

[e @] o0
ZXk < oo en c.t.p implica ZO’;% < 00.
k=1 k=1

n n

Demostracion. Sean FX = o (X1,...,Xn), S, = > Xk, A = > a,ﬁ, Y, =52 - Ay
k=1 k=1

notese que las variables aleatorias Xi, Xs,..., X, son G"T)f -medibles y que la variable

aleatoria X, 11 es independiente de Srff .

1. Por las propiedades (1), (3) y (11) del Teorema 1.2 se llega a
E (Sn411F0) = E (S + Xn41|FY) = Sn + E(Xny1) = S

De aqui que {S,, FX}nen es una martingala con E(S,) =0y F (5721) = A,. Ahora

o0
bien, si > o7 < 0o, entonces
k=1

sup E (|S,|) < sup E (53)1/2 <
neN neN

o0
Se sigue ahora del Teorema 3.5 que > X, = lim S, existe c.t.p..
]C:1 n—r00
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2. Nuevamente, las propiedades (1), (3) y (11) del Teorema 1.2 implican
02 = B (X20) = E(X2|FY) = B ((Sur1 — 52)° |7
=B (S?z+1|5rr)z(> —25,F (Sn+1|3"ff) + 5721
=F (3721+1|3r'r)5> -5,
es decir, E (S2,,|95) = S2+4 02,,. De esto se sigue que E (52, — App1|Ty) =
S2 — A, o lo que es lo mismo, {Y,, FX},cn es una martingala.
Considérese ahora el tiempo de paro respecto de la filtracion fﬂ)f definido por

T imf{n e N:|S,| > j} si{neN:|S,|>j}#0g,
| si{neN:|S,|>j} =2,

donde j € N. Por (2) del Teorema 1.10 se tiene que {Yran, T }nen es una martingala

tal que para todo n € N,
0=E (Y1) =E(Yran) = E(Sirn — Arnn) -

Como por hipotesis para todo n € N se tiene |X,| < b, entonces
|St — Sr—1] = |Xr| < b si T es finito. De esto se sigue que [Stan| < b+ 3,y

por tanto
E (AT/\n) =FE (S’%/\n) < (b +j)2

(&)

para todo n € N. Dado que > X}, converge c.t.p., las sumas parciales S,, son acotadas
k=1

c.t.p. Esto implica que para algin j € N se tenga P (T = o0) > 0. Puesto que para

cada n € N se verifica
AnP(T > n) < E(Arpn) < (b+5)%,

o0
entonces Aoo = Y. 07 < 0. 4
k=1

4.4. Fluctuacion de Bernoulli en un segmento

Considérese el esquema de Bernoulli (2, F,P), donde = {w : w = (z1,...,2p), 2 =
16 2, = —1}, F consiste de todos los subconjuntos de Q y p(w) = p*“ ¢~ ), donde
n
Sxp+n
v(w) = k:% Sea Xj(w) =k, k=1,...,n. Entonces (Xj)i1<k<, €s una sucesion

de variables aleatorias independientes tal que

PXpy=1)=p, PXpx=-1)=g¢q, p+qg=1
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Sean So =0y S; = Zj: X}; esta sucesion puede ser considerada como la trayectoria del
movimiento adeantoricl)g Tile una particula que arranca en cero. La igualdad Sj41 = S; + X
quiere decir que la particula llega al punto S; en el tiempo j, y que en el tiempo j + 1
la particula se desplaza una unidad hacia abajo con probabilidad ¢ o una unidad hacia

arriba con probabilidad p.

Sean a y b enteros tales que a < 0 < b. Un problema interesante sobre estas trayectorias
aleatorias es encontrar la probabilidad de que después de n pasos la particula haya dejado
el intervalo (a,b). Es también interesante preguntarse con qué probabilidad la particula
deja el intervalo (a,b) por a o por b. Estas cuestiones se abordan en la Seccion 9 del
Capitulo I se Shiryaev [11]. Aqui se usan las martingalas para ver el comportamiento de

estas probabilidades.

Teorema 4.4. Sean X = {X,}nen una sucesion de variables aleatorias independien-
tes con P(Xy, = 1) =p, P(Xp = -1)=1-p;pe (0,1), So =0y S, = Xn:Xk
para todo n € N. Considérese el tiempo de paro respecto de ffff definido poiiil“ =
inf{n:S, =a oS, =0}, donde a y b son nimeros enteros que cumplen a < 0 < b.

Entonces la probabilidad de que la fluctuacion { Sy }nen en el instante T tome el valor a,

P(St =a) =p,, es

sip=q=3,

y la probabilidad de que tome el valor b, es P(Sp =b) = p, =1 — p,. Ademds,

aPq + bpb .
ﬁ sip # 4,
E(T) =
|ab| sip=gq=41.
Demostracion. Se comienza mostrando que P(T < oo) = 1y que E(T) < oo. Sea

n
xn =P ( N{a< Sk < b}) y veamos que para n suficientemente grande z,, < €”, donde
k=0
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e € (0,1). Sea n = myj, donde m y j son enteros positivos, y sean

Zv=X1+ "+ Zm,

Zo = Xpy1 + -+ Xopm,

Zj = Xm(j—l) —+ -+ Xm]'.

Puesto que las variables aleatorias X, X5, ... son independientes e idénticamente distri-
buidas, entonces las variables aleatorias Z1,...,Z; son independientes e idénticamente
distribuidas con E(Z;) = m(p — q) y V(Z1) = m[(1 — (p — q))?]. Si se hace R = |a| + b,
entonces

my

({a < Sk <b} < (|2l <R},

k=1 i=1

y por lo tanto

zp < P (ﬂ{IZiI < R}> = HP({IZiI <R}) =P({|Z:| < B}

i=1
Si P({|Z1] < R}) = 1, entonces V(Z1) = m[l — (p — ¢)?] < R2. Por lo tanto, para m
suficientemente grande k := P({|Z1] < R}) < 1, y se tiene z,, < ¢", donde ¢ = k.

Ahora bien, como

P{T =oc})= P (ﬂ = n}) = lim P({T >n})

n=1

nl;rgQP (ﬂ{a< Sk < b}> :nhﬁrgoxn =0,

k=0
entonces P({T < oo}) = 1.

Por otro lado, como T es una variable aleatoria no negativa, entonces (ver Lema 3 de la
o0 o0
Seccion 3 del Capitulo IV de Shiryaev [11]) >, P(T'>n) < E(T) <14 > P(T > n),
n=1 n=1
de donde E(T) < co.

Casol: p=q =3

En este caso {X,}nen es una sucesion de variables aleatorias independientes con

E(X,) =0y Var(X,) = 1. Como se mostro6 en el apartado anterior, si S,, = > X y si
k=1

Y, = S2 —n, entonces {Sn, TX }nen ¥ {Vn, TX }en son martingalas.
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Dado que [Sp+1 — Sn| = [Xn+1(w)] = 1 para todo w € Q y todo n € N, por (2) del
Teorema 1.11 se tiene E(St) = E(S1) = E(X1) = 0 ; si hacemos p, :== P(Sr=a) y
py := P (ST = b), entonces 0 = ap, + bpy y pa + pp = 1 implican p, = % yopp =2

Veamos ahora que E(T) = |ab|. Para ello se usa la martingala {Y,, = S2 — n, T, }nen-

Sobre el conjunto {T > n} se verifican |S,| < méx{|al,b} := c y S2 < ¢%. Por tanto,

lim E(S2Iirspy) < & lim P{T >n})=0.

Como E(T) < oo, entonces por (1) del Teorema 3.2,

lim E(nlirs,y) < hm E(TI{T>n})

n— 00

Utilizando estos dos limites se llega a lfm E[(S2 —n)I{7sny] = 0.
Mostremos ahora que E(|Yr|) < co. Sean YO =0y Z, =Y —-Y,a;n=1,2,....
Como Yr = Z(Y Yi_1), entonces |Y7| < Z Z; := W. Usando el hecho de que sobre

=1 =
el conjunto {T > n} se verifica Z, < 2¢, se obtlene

E(WIir—sy) ZE Zi+ -+ Z)[r—iy)

oo

=

Il
i

=,

BE(ZiIir—iy) =Y > BE(ZiIir—iy)

=1 Jj=11i=j3

by
M8

E(Zilir>5y) = ) E(Zjlir>j-1})

.
Il
—
Il
—

J

< QCZP (T > j) = 2¢E(T) < .
7j=1

Asf las cosas, el Teorema 1.12 conduce a E(S2 —T) = E(S? — 1) = 0, es decir, E(T) =
E(S2%) = a®pa + b’py, = |ab).
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Caso 2: p # q.

Sn
En este caso {Rn = [3} ,3'“7)5} es una martingala, pues claramente R,, es Cﬂ)f—

p
?X>

neN

medible e integrable, y por las propiedades (1) y (11) del Teorema 1.2,

Xnt1
= () o (v

nE ([gr"“ ) BB (W)

= Rn(pg + qE) =R,.
p q

Teniendo en cuenta que sobre el conjunto {T° > n} se tiene que R, < k (para cierta

|:ﬂi| Xnt1 1
p

lim E (R.Iirsny) <k lfm P{T>n})=0 y FE(Rr)<oo.

n—roo

:| Sn+Xn41

constante k > 0), y que |Ry+1 — Rn| = Ry, , procediendo como en el caso

anterior se llega a

El Teorema 1.12 dice que

E (Rr) = pa [Z]a+pb LZT—E(Rl)—l.

Como p, + py, = 1, entonces

lo que conduce a

_ apq + bpy
p—q
Es facil ver que {S,, — n(p — ¢), X },en es una martingala. Dado que

Finalmente, mostremos que E(T)

1Sn1—=(n+1D)p—q) = Sn+nlp—q)=[Xnt1—(P—q) <2
y E(T) < oo, entonces por (iii) del Teorema 1.11 tenemos
E(Sr—T(p—q)=ES1 —(p—q) =0,
esto es, E(St) = E(T)(p — q). Por lo tanto,
_ E(St)  ap.+ bpb.

E(T) = =
@) p—q p—q
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5. Aplicaciones en analisis

5.1. Teorema de Radon-Nikodym

Si (Q,F,P) es un espacio de medida y Y una funcién medible tal que fﬂ Y dP existe,

entonces la funciéon de conjuntos

Q(A):/ YdP:/YIAdP, Acd,
A Q

define una medida signada. Ademas @ es absolutamente continua con respecto a P; esto
es, para todo € > 0, existe § > 0 tal que si A € Fy P(A) < 4, entonces Q(A) < e (ver
Seccion 2.2 de Ash et al. [12]). El teorema de Radon-Nikodym establece la proposicion

reciproca cuando P es o-finita.

Teorema 5.1. Sean P una medida o-finita y Q una medida signada sobre la o-dlgebra F
de subconjuntos de 2. Si Q) es absolutamente continua con respecto a P, entonces existe

una funcion boreliana Y : Q — R tal que

Q(A):/AYdP, Ae.

Ademds, si Z es otra tal funcion, entonces Y = Z c.t.p.

En la teoria de la medida la demostracion de este teorema se divide en casos, empezando
por aquel donde P y @ son medidas finitas (ver por ejemplo la Seccion 2.2 de Ash et
al. [12]). Aqui utilizan las martingalas para presentar la demostracion en el caso en que
(©,3,P) es un espacio de probabilidad donde F es una o-algebra separable, esto es,
F = o(F, : n € N) para alguna sucesion (F,)nen de subconjuntos de ©, y Q es una

medida finita.

Teorema 5.2. Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad donde F es una o-dlgebra se-
parable y Q una medida finita sobre (2, F) absolutamente continua con respecto a P.

Entonces existe X € L'(Q, F,P) tal que
Q(F) = / XdP  para todo F € 7.
F

Aqui X, que es unica c.t.p., es llamada una version de la derivada de Radon-Nikodym

d
de @ con respecto a P sobre (0, F ), y se escribe d—g =X.
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Demostracion. Como F es separable, F = o(F,, : n € N) para alguna sucesion (Fy,)nen
de subconjuntos de Q. Sean F,, = o (Fi1,...,F,), n = 1,2,3,... Para cadan € N, F,
consiste de la coleccion de todas las uniones finitas de conjuntos de la forma By N By N

-N By, donde B; = F; 6 B; = F{. Puesto que hay a lo mas 2" conjuntos disjuntos
de esta forma, entonces F, tiene a lo mas 22" elementos. En definitiva, se puede decir
que F,, consiste de 2"(™) posibles uniones de atomos A7, A, ... ,Af(n) de F,, siendo un
atomo A de F,, un conjunto de F,, tal que @ es el tnico subconjunto propio de A que es

elemento de JF,,.

r(n)

Definamos ahora la funcién X,, : @ — R por X, (w) = > B lap (w), donde
k=1

0 siP(A7) =0,
Pk =19 QAY)
P (A}

si P(A}) >0

~—

Entonces X,, es F,-medible, E (| X,,|) < co y para F = E—J;Zl Al € Fy, donde | indica
la unién disyunta,

r(n) r(n)

/X dP = /ZBkIAndP Z/ﬂkIAnIFdP
=y mp(a) = Z@(A”)f (F).
j=1

Puesto que para cada F' € F,, C T, 11

/FX,LHdP:Q(F):/FXndP,

entonces E(X,+1|F,) = X,. Esto significa que {X,, F,}nen es una martingala no
negativa. Una aplicacion de (2) del Colorario 16 conduce a que X, = lim X,, existe
n—oo

c.t.p.

Veamos que {X,, Fn}lnen es uniformemente integrable. Como @ es absolutamente
continua con respecto a P, dado ¢ > 0, existe un § > 0 tal que P (F) < § implica
Q (F) < €. Puesto que @ es finita, existe ¢ > 0 tal que Q (©) < ¢d. Ahora bien, por la
desigualdad de Chebyshev paran =1,2,3,...,

E(X, Q 0
P(Xn>c)<¥=Q( )<C—=6.

C & C

Por lo tanto, para F = {X,, > ¢} € F,, se tiene
/ 1 X,.|dP = / XndP = Q(X,) < e.
{Xn>c} {Xn>c}
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De acuerdo con la Definicion 3.1, {X,,, F,}nen es uniformemente integrable. Aplicando
el Teorema 3.4 se llega a que {X,,, F,} nen converge en L' y que X, = E (X|F,). En

consecuencia, para cada F € F,

Q(F):/FX,,L:/FXOOdP.

o0

Esto dice que para todo F' € |J F, , y por tanto, para todo F € o ( U iTn) =F.=F
n=1 n=1

, se tiene lo que queriamos demostrar:

Q(F):/FX,:/FXOOCZP. @

5.2.  Funciones lipschitzianas

Recordemos que una funcién ¢ : [a,b] — R es absolutamente continua si para cada

€ > 0 existe un § > 0 tal que para cualquier sistema finito de intervalos abiertos disjuntos
n

(a1,01),. .., (ak,bx) de [a,b] con > (br — ax) < &, se verifica > (g(bg) — g(ag)) <e.
k=1 k=1

Es conocido que una funcion g : [a,b] — R es absolutamente continua si y sélo si existe

h € L'[a,b] tal que

g(x)—g(a):/ h(t)dt, € ab)

a

(ver Teorema 2.3.4 de Ash et al. [12]). Es claro que si g : [a,b] — R es es una funciéon
lipschitziana; esto es, existe L € (0,00) tal que para todo z,y € [a,b] se cumple |g(x) —
9(y)| < L|z—vyl|, entonces g es absolutamente continua y la funciéon f : [0, 1] — R definida
por f(z) := g(a+ (b — a)x) también es lipschitziana. El siguiente teorema trata sobre

una representacion de este tipo de funciones.
Teorema 5.3. Si f:[0,1] — R es lipschitziana, entonces existe h € L'[0,1] tal que
f@-10= [ hod el
0

Demostracion. Sean (2, F,P) = ([0,1), B([0,1)), A) y (Xn)nen la sucesion de variables

aleatorias definidas por

—n
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Veamos que {Y;,, X },.cn es una martingala. Es claro que Y, es X -medible e integrable.

Ahora, para todo n € N se tiene

X parawe[ymglf,"'l) k=0,...,2" =1,
Xn+1 = 1 24l el
X, Jr2n+1 parawe[2n+1,2—n),k:07...,2"71.
Por consiguiente,
2n 1 1
f(Xn+1): Z (f(X )I[k 2k+1)+f( 2n+1>[[;k]+} )c;%l)).
k=0

Como f(X,)y f(Xn + 5v) son funciones F; -medibles y acotadas, entonces por la pro-
piedad 10 del Teorema 1.2, se tiene
2" —1

E(f(Xa)[F7) = (Xn) D E (I[%ﬁ%ﬂfﬂf)
k=0

2" —1

1
(% ) 2 E Iz )17

Puesto que
1
B (I3, 2y |T5) = B (Tjoiss i) [TX) = 511 ),
entonces
1 2" 1 1 1 2" 1
E(f(Xn+1)|3rr)L():§f(Xn) I[%%)'ﬁ‘ﬁf <XTL+W) I[%,%)
k=0 k=0

Del mismo modo se llega a

(o5

Por lo tanto

EYast|FY] = El¥aplXa] = 277E [ (X1 +270) = f (Xup1) 1Xa]
2" {f (Xn + 27”) - f (Xn)} =Y,.

Ahora bien, la martingala {Y;,, X },cn es uniformemente integrable, puesto que

f(Xn+27") = [ (Xn)

Y| = 9-n

1
<L—]27" =1L
2771
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donde L es la constante de Lipschitz: |f(x) — f(y)| < L|x — y|.

Notese que F = B ([0,1]) = o < U Ff) Asi las cosas, el Teorema 3.3 garantiza la
n>1

existencia de una variable aleatoria h = h(w) tal que Y;, = h ctp. y Y, = FE (h|3"§) ,

esto es,
/YndP:/hdR FegX.
F F

Tomando F = [0, ) € FX en la tltima igualdad se llega a

b 2’”
f <2_> ) _/O Y, dP _/0 h(w)dP.

Como el conjunto D = {2% :n € Nk =0,...,2"} es denso en [0,1] y las funciones
continuas f(z 0), J h(t)dt coinciden en D, entonces coinciden en [0, 1], esto es,
f(x)—f(0)= / h(t)dt para todo x € [0, 1]. v
0

5.3. Sistema de funciones de Haar

A veces es necesario considerar sistemas ortonormales completos especiales en ciertos
espacios de Hilbert. Por ejemplo, en una de las construcciones del movimiento browniano
se usa el sistema de funciones de Haar sobre el cual versa esta subseccion (ver el capitulo
4 de Lamperti [16]).

Como en el apartado anterior, sea (2, F,P) = ([0,1), B([0,1)), A). Cada w € [0,1)

tiene una expansion binaria tnica (con infinitos ceros)
w=—+_s+5+ -,

donde w; € {0,1}. Definimos las variables aleatorias X, (w) = wy,, n = 1,2,3,... Asi,
para a; € {0,1},i=1,2,...,n,

Plw: X1(w)=a1,..., Xn(w) = an}

ai a1 an 1
=P c— — — .. _n
{w 2+ +2n_w<2+ +2n+2n}

on’

De aqui que (X, )nen es una sucesion de variables aleatorias independientes idénticamente

distribuidas con distribucién Bernoulli de pardmetro p = % El sistema de funciones de
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[0,1) en R, definido por
R={R,(w)=1-2X,(w),n=1,2,...},

se denomina sistema de funciones de Rademacher. Este sistema es ortonormal en

L?(Q, F, P), esto es,
1
/ Rn (W)Rm (w)dw - E(RnR'm) - 5TL’IYL7
0
pero no es completo, pues paran =1,2,3,...

/1 R, (w)dw = E(1R,) =
0

Utilizando este sistema se puede definir el sistema de funciones de Haar, que resulta ser

ortonormal y completo,
H={H,(w):n=1,2,...},
donde Hy(w) =1, Hy(w) = Ry(w), yparan =2 + k; j=1,2,.., k=1,2,...,2,
How) = 24 Ry ()i s y;
o lo que es lo mismo, para j = 1,2,..., k=1,2,...,27,

Hy(w) = 23 (I[%_z sy~ Iz o )) ().

27 FL 2 5jF1 27 FT 2 25+1

Notese que F = o(X1,Xs,...) = o(R1,Ra,...) = o(Hy,Hs,...), vy que F,, =
o(Hy, Ha, ..., H,) es la o-algebra generada por la descomposicion de 2 = [0,1) dada

por

0 1 1 2 2k —1 2k k kE+1 23'—11
’2j+1 ) 2j+1’2j+1 [ 9j+1 ’2j+1 ’ 57 bY; RN 27 ’ .

Ahora bien, para f € LP(Q, F, P), p = 1,2, la definicién de esperanza condicionada dice

que para cada F' € &,

[ e = | ) I (w)dw = | Bzl

De esto se sigue que

E[f|F,)( Z 9i+1 (/ f( w)l [met, 2]H)( )dw) (22,2 ) @)

+ Z 27 (/ F@)[mes oy (w)d )I[u,m (w).

7 J
m=k-+1 2 2
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Por la estructura de las funciones Hi(.),..., H,(.) se puede escribir

Bl = ( / ) @) ) oy (@) = / @) () ) Hi(o),
sirigae) =2 ([ 11 @) 10 gy +2 ([ 11y @) 1,100
-( / ()i ) i) + / f ) Hy(w ) @),

BT (/ fle )Hz—w)-

Por el Teorema 3.3 se tiene que {E[f|F,], Fn}nen es una martingala uniformemente

m
m|»—-

y en general,

integrable, y por el Teorema 3.4 se concluye que E[f|F,] — E[f|F] = f ctp. y en L,
esto es,

n 1

3 ( / f(w)fﬂ(w)dw) Hi(w) - f(w) ctp
— \Jo

i=1

1 Z ( / f <w>Hz-<w>dw) Hi(w) ~ ()

Ahora bien, cuando f € L2(Q, F, P), la esperanza condicionada E[f|F,] es la proyeccion

ortogonal de f sobre L2(€, F,, P) (ver la demostraciéon del Teorema 1.1), y por tanto
SugE((E[f‘H’,n]f) < E(fQ)
ne

Esto dice que la martingala E([f]|F,]) esta acotada en L?(Q2, F, P). De acuerdo con la
observacion 18, también se tiene que E[f|F,] — f en L*(Q2, F, P).
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