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Resumen. En este articulo se prueba la existencia de infinitos polinomios
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Theorem of Dirichlet on T [t]

Abstract. In this paper we prove the existence of infinite unit irreducible
prime polynomials on the finite field F; by Pollack through of characters and
L-series
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1. Introduccién

La progresion aritmética de nameros impares 1,3,5,...,2k + 1,..., contiene infinitos
nimeros primos. Es natural preguntar si otras progresiones aritméticas tienen esta pro-
piedad. Una progresiéon aritmética con el primer término a y diferencia comiin m consiste
de todos los nameros de la forma

a+mk, k=0,1,2,.... (1)

Si a y m tienen un factor comin d, cada término de la progresion es divisible por d y no
puede haber mas de un primo en la progresiéon si d > 1. En otras palabras, una condicién
necesaria para la existencia de infinitos ntameros primos en la progresion aritmética (1)
es que (a,m) = 1. Johann P. G. L. Dirichlet fue el primero en probar que esta condicion
es también suficiente. Esto es, si m > 0 y a son enteros con (a,m) = 1, entonces hay un
ndmero infinito de primos p en la progresion aritmética (1), es decir, un nimero infinito
de primos p con p = a méd m. Este resultado es conocido como el teorema de Dirichlet.
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164 H. GAMERO, J. BLANCO & G. VERGARA

De hecho, Dirichlet establecié que, en cierto sentido, los primos se distribuyen por igual
en las progresiones. FEuler probé la existencia de infinitos ntimeros primos mostrando que
la serie Zp p~1, extendida sobre todos los primos, diverge [4]. La idea de Dirichlet era
probar una afirmacién correspondiente cuando los primos estéan limitados a estar en la
progresion dada (1). En una memoria famosa [3], publicada en 1837 realiz6 esta idea por
ingeniosos métodos analiticos. En 1950, Harold N. Shapiro publicd una prueba elemental
del teorema de Dirichlet [7]. Esta también la puede ver en [2|. La prueba de Shapiro
realmente obtiene una estimacién para > 1(’% cuando (a,m) =1, m > 0:

logp 1
= logz + O(1).
2 T ot

p=a méd m
p<E

El anélogo del teorema de Dirichlet en el caso de un anillo polinomial sobre F, fue,
primero, probado en 1919 por Heinrich Kornblum [6, Capitulo 4]. La estructura de esta
demostracion es en gran parte la misma como en el caso clésico, y culmina con el anélogo

de la ecuaciéon
. p° 1
lim = . (2)
sl1 < 2 log(511)> p(m)

p=a méd m

Donde se puede ver que, en cierto sentido, los primos se distribuyen por igual en las
progresiones.

Nuestro propésito es mostrar que la prueba de Shapiro y su estimacién pueden ser adap-
tadas para el caso del anillo de polinomios F,[t] (demostracion basada a la mostrada
por Paul Pollack en [5]). Es decir, probar que, dado un cuerpo finito F, y polinomios
a,m € Fy[t] con (a,m) =1, m # 0, se tiene

lo 1
Z gl = log(¢"™) + O(1), para n > 0.
m=a méd m |7T| QD(’ITL)
degm<n
El argumento de Shapiro puede ser considerado ligeramente méas elemental, comparado

con el de Kornblum, pues las series L que se necesitan son sumas finitas.

Para ello, se estudiaron las funciones aritméticas definidas sobre el monoide M(q;t).
En particular, se usaron los anédlogos en M (g;t) de la funcion de von Mangoldt y de la
funcién de M 6bius conocidos en Z. Empleamos las propiedades de los caracteres de grupos
abelianos finitos (caracteres de Dirichlet modulo m(t)) y sus relaciones de ortogonalidad
en el estudio de la funciones L o L-funciones (llamadas series o funciones de Dirichlet),
L(s, x), asociadas con un caracter y moédulo m(¢). Se demuestra, usando un argumento
bastante sencillo, uno de los pasos mas dificiles de la prueba del teorema de Dirichlet: el
poder establecer la no anulacién de L(x) para x real no principal.

2. Preliminares

F, denota a un cuerpo de caracteristica p y cardinal ¢ = p*, con p un nimero entero
primo y k un ndmero entero con k > 1. P(¢;T) denota el conjunto de los primos de
IF,[t], es decir, de los polinomios irreducibles unitarios. M (g; T) denota el monoide de los
polinomios unitarios con coeficientes en IFy.

[Revista Integracion, temas de matemdticas



El teorema de Dirichlet sobre F[t] 165

Proposicion 2.1. El conjunto U(F4[t]/(m(t))), con m(t) € F,[t], definido por

UFy[t]/(m(t))) = {a € Fy[t]/(m(?)) | (a,m) =1}

es un grupo multiplicativo de orden o(m(t)), donde ¢ es la funcion de FEuler para
los polinomios. En particular, si m(t) es un polinomio primo de grado k, entonces
U(F,[t]/(m(t)) = (Fqlt]/(m(¢)))*, los elementos no nulos de Fy[t]/(m(t)), es un gru-
po multiplicativo de orden p(m(t)) = ¢ — 1.

Teorema 2.2 (Analogo del teorema de Euler). Si (a,m) =1 con m(t) € M(g;t), entonces
a(t)?m®) =1 méd mi(t).

Véase la prueba en [1, Leccion II, Seccion 4] o en [6, Capitulo IJ.
Una consecuencia del teorema anterior es el siguiente:

Corolario 2.3 (Analogo del teorema pequefio de Fermat). Si p(t) € P(q;t) tiene grado d y
p(t) 1 a(t), entonces
a(t)qdfl = 1 méd p(t).

Definicion 2.4. Una funciéon con valor complejo definida en el monoide M(q;t) se
llama una funcién aritmética. Una funcién aritmética f # 0 es multiplicativa si
f(mn) = f(m)f(n) siempre que (m,n) = 1, y es completamente multiplicativa si
f(mn) = f(m)f(n) para todo par m,n € M(q;t).

Definicién 2.5. La funcion aritmética I dada por

1, sif=1,
I(f) = .

0, sif#1,
se llama la funcién identidad.
Definicién 2.6. El analogo de la funcion de Mdébius p esté definida por
1, sif=1,
0, si 2| f para algtin ™ € P(q;t),
(=17, si f=mme-- 7., donde los m; € P(q;t)

son mutuamente distintos.

Teorema 2.7. [1, Leccion VII, Proposicion 6 (a)], [2, Capitulo 2, Seccion 2] La funcion
de Mobius satisface la relacion
> uld) =1(f).

dlf
Teorema 2.8. La funcion de Mobius p es multiplicativa.

Demostracion. Sean a,b € M(q;T), y escribamos a = pi* ---p2" y b = qfl P tales

que p;, q; € P(q;T). Si (a,b) = 1, entonces los p; son distintos de los g;. Si algunos de los
a; o de los ; es mayor que 1, entonces a o b tiene algtn divisor cuadrado que también lo

serd de ab. Por lo tanto, p(ab) = 0 = p(a)u(d). Por el contrario, siay =+ =a, = 1 =
-+ = B, = 1, entonces p(a) = (=1)", p(b) = (=1)° y p(ab) = p(pi* ---pira)” -~ ) =
(—=1)"*s. Por lo tanto, u(ab) = u(a)u(b). v
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166 H. GAMERO, J. BLaNco & G. VERGARA

Definicion 2.9. La norma | - | de un polinomio unitario de F,[t] es una funcién |- | :
M(q;t) — N tal que |a(t)] = ¢" con n = deg(a(t)). Como tal, esta funcion tiene las
siguientes propiedades:

(. 1] =1,
(11). sip(t) € P(g;t), entonces |p(t)] > 1,y
(). |ax(t)az(t)] = las (t)[laz(t)] para ai(t), az(t) € M(g;t).

Proposicién 2.10 (Férmula de la inversion de Mobius). Sean f y g dos funciones aritmé-
ticas. Suponga que para cada a € M(q;t) la funcion

ga) = f(d)

dla

es multiplicativa. Entonces,

fla)=>_ ud)ga/d) = g(d)u(a/d)

dla dla
y la funcion [ es multiplicativa.

Véase la prueba en [1, Leccion VII, Proposicion 9] o en [2, Capitulo 2, Seccion 7].

Definicién 2.11. El analogo de la funcion de von Mangoldt esta definida por

log |7|, si f=x", paraalgin 7€ P(q;t)y k> 1,
A(f) =
0, de otro modo.

Como A(1) = 0, esta funciéon no es invertible y mucho menos multiplicativa.

Definicién 2.12. Sea G un grupo abeliano finito, denotado multiplicativamente. Un ho-
momorfismo f : G — C* se llama un caracter de G si f tiene la propiedad multiplicativa

f(g192) = f(gl)f(gz)

para todo g1, g2 en G,y f(1g) = 1, donde 1 es el elemento unidad de G. El conjunto
de todos los caracteres de GG se denota con G, esto es

G = {f:G — C*| f es un homomorfismo de grupos}.

Todo grupo admite, por lo menos, un caracter f,(g) := 1, para todo g € G. A este
caracter se le llama principal. Si fi, f2 € G, podemos definir una ley de composicién
interna sobre (G, de la siguiente manera:

(f1f2)(g) == f1(9) f2(g9) (3)

para cualquier g de G. Ademés, f,f = ff, = f, para cualquier f € G.

[Revista Integracion, temas de matemdticas



El teorema de Dirichlet sobre F[t] 167

Definicion 2.13. Sea m € F,[t] un polinomio no constante fijo. Sea x’ : (Fq[t]/(m(¢)))* —
C* un homomorfismo. Dado x/, definamos x : F4[t] — C* de la siguiente forma:

o sim A1
= {x’<f>, i (fom) = 1.

Las funciones x definidas de esta manera son llamadas caracteres de Dirichlet modulo
m. El caracter principal x, es el que tiene las propiedades:

)0, si(f,m)#1,
X"(f)_{l, si (f,m) = 1.

Definicion 2.14. Sea m € F,[t]. Una funcion x : F,[t] — C* se llama un caracter
multiplicativo moédulo m si para cada a,b € F,[t] se tiene:

(1). x(a) =0, si (a,m) # 1.

x(1) # 0.
x(ab) = x(a)x(b).

).
).
).
). a = bmdbd m, entonces x(a) = x(b).

Los caracteres de Dirichlet (que estan definidos en Fy[t]) inducen y estan inducidos
por elementos en el grupo de caracteres de (F,[t]/(m(t)))*. Por consiguiente, hay exac-
tamente ¢(m) caracteres de Dirichlet modulo m(t). Los caracteres modulo m(t) de
un grupo abeliano finito satisfacen ciertas relaciones de ortogonalidad. Aqui tomamos
G = (Fq[t]/(m(¢)))*. Para nosotros, estas relaciones toman las siguientes formas:

Lema 2.15. [1, Leccion VII, Proposicion 13] o en [2, Teorema 6.16]. Sean x1,- - - s Xo (&)
caracteres de Dirichlet mdodulo m (asumiendo x1 como el cardcter principal) y u,v € Fg[t]
con (v,m) = 1. Entonces,

ﬁm) S X @X() = 8(u, 0),
donde

0, de otra manera.

5, v) = {1, st u = v mbéd m,

3. Teorema de Dirichlet en F[t], forma fuerte

Antes de proceder, introducimos un poco de notacién: para p € Fy[t] se define ¢(p) como
el cardinal del grupo de unidades de Fy[t]/(p). De aqui en adelante, 7 siempre denota un
monico irreducible de F,[t], d, f siempre denotan polinomios ménicos, n siempre denota
un entero no negativo. Las sumas de polinomios siempre se entiende que deben tomarse
solo sobre polinomios ménicos. Con estos acuerdos, el principal resultado de este trabajo
se puede expresar de la siguiente manera:
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168 H. GAMERO, J. BLaNco & G. VERGARA

Teorema 3.1. Sean F,; un cuerpo finito, a,m € Fy[t] con (a,m) =1 y m # 0. Entonces,

para n 2 0,

> 'f' ~ s lox(a”) + O(1).

T=a méd m
degm<n

En primer lugar demostraremos un analogo de la estimacion loglz]! = zlogz — x +

O(log ).
Lema 3.2. Paran >0,

n+1 n
q q q" —1
E 1 = log(q") — [ —— log q.
og | f| =1 og(q") (q 1>(q 1) 0gq

deg(f)<n

Demostracion. Sea S := 3} .. 1)<n 108 |f|- Puesto que |f| = q4°8() | entonces

S= > logl|ff= > deg(f)logq

deg(f)<n deg(f)<n
DI
deg(f)=k

tomando k = deg(f). Puesto que }_ .,y 1 = q" para f(t) € F,[t], entonces

S = Zklogq > 1—10gq2kq,

deg(f)=k

por lo tanto,

q" -1
S(1—q) = <10ngkq ) (1-9q) —qlogq(—nq"+ = )
pues 22:1 ¢" es una progresion geométrica. Entonces,

1 n—1
g _aloga( a4
q—1 q—1

n+1 n
q q q" -1

= log(q") — | —— log q.
q—log(q) <q—1)(q—1)ogq

v

También necesitaremos algunos resultados elementales sobre la distribucién de primos en

F,[t]. Estos seran consecuencias sencillas de los siguientes:

Teorema 3.3 (Teorema del ntmero primo para F,[t]). Sea F, un cuerpo finito. Sea
vy(n) el numero de polinomios primos (mdnicos) de grado n en Fy[t]. Para n > 1,

Zd\nd’/q(d) =q". Asi,

) = =3 aulnfa) = © 4 0( T2,

d|n

[Revista Integracion, temas de matemadticas



El teorema de Dirichlet sobre F[t] 169

Demostracion. Consideremos la factorizacion prima de t9° — ¢ en Fy[t] y sea m(t) un
primo moénico de grado d. Si d|n, entonces

9" =t méd 7 (t) (4)
por el analogo del teorema pequeno de Fermat. Por consiguiente,

@)t — 1) = (19" —1).

Reciprocamente, si 7(t)|(t9" — t), escogemos g(t) como un generador del grupo multipli-
*

cativo (Fq [t]/(w(t))) . Entonces, dado que, t¢" =t méd 7(t), tenemos t4" = t 4+ h(t)7(t)
con h(t) € F,t]. Si g(t) = go + g1t + -+ + gxt*, donde cada g; € F,, tenemos
g(t1") = g(t) méd 7 (t). Por otro lado,

g(t") = go+ gut? + -+ + gt
y, ademas,

gt)" = go+ git? + -+ gt
puesto que [F;, es un dominio de integridad con ¢ — 1 unidades y de caracteristica p.
Entonces,

90" = g(t*") = g(t) méd (1),
es decir, g(£)7" = g(t). Como g(t) € (]Fq[t] /(w(t))) , existe g(t) ! € (]Fq[t] /(w(t))) tal
que g(t)/é"\_1 = 1. Ademas, puesto que 0((9/(\t))) = ¢ — 1, entonces ¢% — 1|¢g" — 1, lo que
obliga a que d|n. Sea

t" —t =y () o (t) - - () (5)

la factorizacion tnica de t4° — ¢ en polinomios moénicos irreducibles. Por lo que se prob6
anteriormente, cada irreducible moénico de grado divisor de n debe ser o aparece como
uno de los 7;, y cada m; es un irreducible monico de grado divisor de n (pues, m;[t?" —t).
Ademés, ningin 7; aparece mas de una vez. De esto, se deduce que

t—t= ] .

7(t):degm|n
Como
' —t=[] =@
7(t):deg m|n
= (m1(t)mia(t) - - mag, () (w21 ()2 (t) - - - Ty (£)) - - - (mpr (E)7p2 (t) - - 7o, (£))
deg mi1="--=degmik, deg mo1="--=deg T2k, deg wp1=---=deg Tk,
deg m1i|n degmai|n deg i |n

entonces, comparando grados, se tiene

q" = ki degmy; + ko deg T3l qeg ryijn T+ kr €8 Trilgeg ri

|dcg7r1i\n

= V‘I(d)d|d:dcgﬂ'1i + Vq(d)d|d:d0gﬂ'2i +oe Vq(d)d|d:d0gﬂ'n’
deg m1i|n deg mai|n deg mri|n
= dy,(d).
d|n

Vol. 35, No. 2, 2017]



170 H. GAMERO, J. BLANCO & G. VERGARA

La formula para v4(n) se sigue de la formula de la inversion de Mobius (Proposicién 2.10),
asi: tomando g(n) = ¢" y f(d) = dvy(d), se tiene
fn)=>"g(d)u(n/d),
d|n

entonces

nvg(n) = 3 ¢u(n/d).

d|n
1
Por lo tanto, v4(n) = - ;qdu(n/d).
Por otro lado, veamos que
> q*u(n/d) = " + O(q™? + ng"/?). (6)

d|n
Sin =1, entonces d = 1. Por lo tanto,
> qtu(1/d) = qu(l) = q.
d1

Pero, ¢ = ¢+ 0 = q + O(q"/? + ¢'/3). Por consiguiente,

S tuln/d) = ¢ + 0(g"* + ng™?), sin = 1.
d|n

Sin =2, entonces d =1 o d = 2. Por lo tanto,

> ¢t u2/d) = qu(2) + ¢ p(1)
|2
=q(-1)+¢°
=—q+q".

Pero, | — q| = q < ¢*/? +2¢*/3. Es decir, —q = O(¢*/? 4+ 2¢*/?). Entonces,
quu(n/d) ="+ 0(¢"? + ng"'?), sin=2.
d|n

Si n es un numero primo > 2, entonces d = 1 o d = n. Por lo tanto,

> q*u(n/d) = qu(n) + q"p(1)
d|n
=q(=1)+q"
=—q+q"

n/2 n/3

Como n > 2, entonces ¢"/2 > ¢, pues n/2 > 1. Entonces, | —q| = ¢ < ¢*/? < ¢"/?>+ngq
Es decir, —q¢ = O(¢™? 4+ ng™?). Luego, (6) se verifica para un primo n > 2. Suponga

que n es un namero con las siguientes formas: Si n = 2¢, con t = 2,3, - - -, entonces,
> qtu(n/d) = q"u(1) + ¢"*p2) + S,
d|n

[Revista Integracion, temas de matemdticas



El teorema de Dirichlet sobre F[t] 171

donde
S = Z q?u(n/d).

d|n
d<n/4

Por otro lado, como d < % < 7, entonces ¢ < ¢"/3 y, ademas, |pu(n/d)| < 1; por
consiguiente,

> dtun/d)| < D ¢tluln/d)]
d|n d|n
d<n/4 d<n/4
= " |u(n/t)| + ¢ u(n/t)| + - + ¢ [p(n/t:)] + a4 [n(4)]
< qn/S +qn/3 +._.+qn/3
T términos
— an/B
< nqn/37
donde t1,tq,- - ,t, son los divisores de n menores que n/4. Por lo tanto,
| — "2+ S| <" +|S| < ¢*/* + ng"?.
Entonces,
> qun/d) = q" + O(q"* + ng"’?).
d|n
Sin=3t,cont=2,3,--, entonces,

> a'un/d) = q"p(1) + S,

d|n

donde
S = Z q?u(n/d).

d|n
d<n/3

Por otro lado,

> qtuln/d)| < Y ¢tlu(n/d)|
d|n d|n
d<n/3 d<n/3

=" |p(n/t)]| + ¢ (/)| + - - + ¢ lun/te)] + ¢ u(3)|
:qtl +qt2+_._+th+qn/3
< qn/3 +qn/3 + +qn/3 +qn/2

7T términos

n/2 n/3

=q""+rq

< qn/2 + nqn/3,
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172 H. GAMERO, J. BLANCO & G. VERGARA

donde t1, ta, - -+ , L, son los divisores de n menores que n/3. Asi, de esta forma, se verifica
(6). Analogamente, (6) se verifica si n = pt, donde p es un entero primo y t € Z*. De

acuerdo con lo anterior, (6) se cumple para n > 1.
De (6) se tiene

> q*u(n/d) =q" + O(q""* + ng"’?)
d|n

=¢" +O((L +ng™"/%)q"?)
=q" +O0(q"?),

concluyendo asi lo deseado.

Lema 3.4. Para cada f,

S A(d) = log 1.

dlf
También,
> u(d)log |d| = —A(f).
dlf
Demostracion. Sea f = ni'my*---m* con m; primo, para 1 < i < k. Entonces,
L] = [ | o] - - g |
Por lo tanto,
k
log|f] = a:log|mil. (7)
i=1
Por otro lado, si d € {my,mf, -+ 7w, Mo, @3, -+ , W%, -+ , T, Th, -+ ,M" }, entonces
A(d) # 0, por lo cual
D M) = Am) + A(r]) + -+ Adrft) + Almz) + A(m3) + -+ A(m?) + -+

d|f
+ A(mg) + A(mz) + - A(TF)

=log|m |+ -+ log|mi| +log|ma| + - - - + log|mae| + - - - + log |mk| + - - - + log |7k]
a1 términos a2 términos aj términos
k
Z i log ||
i=1
= log|f],

debido a (7). La segunda afirmacion se sigue por una generalizacion apropiada de la
formula de la inversion de Mobius. Podemos dar una prueba directa de la siguiente

manera:

[Revista Integracion, temas de matemdticas



El teorema de Dirichlet sobre F[t] 173

Para evaluar el lado izquierdo es suficiente restringir la suma a divisores libres de cua-
drados d. Expandiendo log|d| formalmente, tenemos

> n(d)log|d|

dalf

- 10g|ﬂ1|§(—1)j (7)) +1og|m|§<—1>ﬂ‘ (2))+
+1og|m|jil<—1>j (7))
- Zloghé(—l)j ("2)).

wlf

donde 7 son los divisores primos de f distintos mutuamente, y k es el numero de divisores
primos de f distintos mutuamente. De esta manera,

b1
> (@)t d = St 71 (-1 (21

d|f | f j=

Notese que para k = 0, de modo que f = 1, la suma de la derecha es vacia. Si k = 1,
entonces f = 7{*, y el lado derecho se evalia como —log|m1|. Si k > 2, la suma interior
es igual a —(1—1)*~1 = 0. Por lo tanto, en cualquier caso el resultado se demuestra. ¥

Del Teorema 3.3 podemos inferir lo siguiente:

Afirmacion 3.5. La suma de los grados de todos los polinomios primos 7 (t) en F,[t] que
dividen al entero positivo r es ¢". Esto es,

> deg(n(t) =q".
deg(n(t))Ir

Lema 3.6. Paran >0,

Observacion 3.7. Esta es otra forma del teorema del namero primo para Fy[t]. Aqui
tenemos una férmula exacta y simple para esta suma.

Demostracion.

Yo A= ) logln]

deg f<n deg f<n
f=nF, k>1

=loggq Z degm,

kdegm<n
k>1
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pues degm* = kdegm. Si r = kdegm con k > 1, entonces 1 < degm < r < n. Por lo
tanto, por la Afirmacion 3.5, tenemos

d(n):= Y A(f)=logg Y degr
deg f<n kdegm<n
k>1

=logq Z Z degm

1<r<n deg |r

=logg > ¢

1<r<n
B qn+1 —q L

Por otro lado, como log g < g — 1, entonces

qn+1 —q
(7> Iqu < qn-i-l —q< qn-i-l _ qqn'

q—1
Es decir,
n+1
q —4q
— 1 =0(¢").
( 1 ) ogq=0(q")
Considerando los resultados anteriores, se sigue la igualdad deseada. v

Lema 3.8. Paran >0,

A _ g logltl oy loglal
B P

deg f<n |f| degm<n 2degm<n
log |7
= ¥ el L o).
degm<n |7T|
~

También,

> = 'f' ~ log(q") + O(1).

degm<n

Demostracion. La primera igualdad se sigue por la reordenacién de la suma, al igual que
cuando se prueba la afirmacion analoga sobre Z. De esta forma tenemos

A log |7
2 %‘Z 2 |i||k|'

deg f<n k21 kdegm<n
Entonces,
A log |7 log |7 log |7
3 (f) 3 glml _ 3 g|2|Jr 3 g|3|+._.
deg f<n |f| deg < |7T| 2d < |7T| 3d < |7T|
< gTN egmTLn egmTLn

[Revista Integracion, temas de matemdticas



El teorema de Dirichlet sobre F[t] 175

Por otro lado, si 7 = deg 7, tenemos

D 10gl?fl erlogq

k>22degm<n k>22r<n
=2 Hong
2r<n k>2
= > 10g|7T|Z
2degn<n k>2 |
. log ||
vacgren (7l =1)

Por consiguiente,
log |7T| 1og |7T|
- rl = 1) (8)
kz>22dcgz7'r<n Qngngn |7T|(|7T| - 1)

Por otro lado, nétese que para k > 2, se tiene

Z kr\z kr
q

kr<n 2r<n
Entonces, multiplicando ambos lados de la desigualdad anterior por log q, se tiene

log || log ||
Z EE < Z B para k > 2

kdegm<n 2degn<n

Lo anterior implica que

1 1
>y wley ¥oeEd

k=22 kdegm<n k>22degnm<n

Luego, de (8), tenemos

A(f) 10g|7T| log ||
Z /] o Z = Z Z ||k
deg f<n degm<n k>22degnm<n
.S _ logfn|
ml(|m| — 1)

2degm<n

También, 2¢* < ¢?* para k > 1. Por consiguiente,

klogq —2k
——————— < 2kq “"logq, para k >1
a*(q" - 1) &
Si k = degm, tenemos
710g 7] < 2kqg~**logq.
[7|(|w] = 1)
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Como consecuencia,
log |7T| k
< 2loggq kq ".
i, Tl 1 <280 2

Entonces,

Z %— Z loig||ﬂ-|§2logq2kq_k<210gq~M,
0

deg f<n degm<n 2k<n

pues, existe M > 0 tal que Z kq~* < M. De aqui resulta

2k<n
54 5
deg f<n degm<n

Finalmente, puesto que
YoAN= Y AN+ D AL
deg f<k deg f<k—1 deg f=k
obtenemos,

SNAH= D> AMH- D A

deg f=k deg f<k deg f<k—1

=(k) —v(k - 1).
De esta manera, se tiene
> - =Y Y A = Y0 - vk - Dl
deg f<n deg f=1 deg f=k k=1

De la prueba del Lema 3.6, ¥(k) — 1(k — 1) = ¢* log ¢, cuando k > 1; por tanto,
A n
=St ik - gt

k=

deg f<n 1
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Definicién 3.9. Sea s = o + iy un nimero complejo. Para un cardcter no principal y
modulo m(t), con m(t) € Fylt], definamos

como la funcién L asociada a x.
Definicion 3.10. Para un caracter no principal y moédulo m(t), con m(t) € Fy[t], hagamos

=Y ¥ NP =3 0

k=0deg f=k k=0

donde ¢ = Z x(f)-

deg f=k

Aparentemente, la suma anterior es infinita. Sin embargo, mas adelante vamos a demos-
trar que cuando k > degm, ¢ = 0, de manera que en la definicién de L() solo se
necesita la suma hasta k = degm — 1.

Proposicion 3.11. Para cualquier cardcter x médulo m sobre Fy[t], la serie

x(f)
) 1

L(s,x) =
feM(qg;t

es absolutamente convergente para o = Re(s) > 1.

Demostracion. Tomemos o = R(s) > 1. Como |f| = ¢¥, donde k = deg f, y existen ¢*
polinomios ménicos de grado k, tenemos, para todo k =0,1,2, ..., lo siguiente:

SOOI DD O

feM(q;T) fFEM(g;T)
deg f=k deg f=k

=¢* N X(Hllge ™

fEM(a;T)
deg f=k

— q—ko' Z 1

feM(q;T)
deg f=k

_ qfka'qk

— qk(l—a).
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Luego,

STOXAOIITE=Y" D IO

deg f<r k=0 feM(q;T)
k=deg f

=> gt > x(f)

k=0 FeM(q:T)
deg f=k

<

k=0 FEM(q;T)
deg f=k

k(l1—0o)

q
k=

(=)
3

k(l1—0o)

I
—

+ q
k=1
@0 )
T
1— q(lfcr)(lJrr)
1 g

:1+q170

Por lo tanto,

1
Z IX(OLFI7% = T cuando r — oo. v
deg f<r —4a

Ahora podemos establecer la no anulacion de L(y) para x real no principal. Considerando
que la proxima afirmaciéon es uno de los pasos més dificiles de la prueba del teorema de
Dirichlet sobre Z, aqui se trabaja un argumento bastante sencillo.

Teorema 3.12. Si x # x, es un cardcter de Dirichlet real mddulo m, entonces L(x) # 0.

Demostracion. Definamos F(f) := Z x(d), la cual es una funciéon multiplicativa, pues

df
X es una funciéon multiplicativa. Ahora, como x es real, tenemos: si x(7) = 0, entonces
F(r') = x(1) = 1; si x(m) = 1, entonces

F(r') =Y x(d) = x(1) + x(m) + x(7*) + - + x(7)

d|=!
=1+1
Finalmente, sea x(m) = —1. Como
F(a') =" x(d) = x(1) + x(m) + x(7%) + - + x(x')
d|rt
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concluimos que

F( l) 0, sil esimpar,
) = .
1, sil es par.

Por lo tanto, siempre se tiene F'(7!) > 0, con F(n') > 1 si | es par. Consecuentemente,
siempre se tiene F(f) > 0, y en particular, F/(f) > 1si f es un cuadrado (es decir, f es de

la forma 7%%, con i = 0,1, - - ). Para un niimero natural z, definamos S(z) := Z E(f).

deg f<z
Entonces,

S5(2)

> F(f)

deg f<z

> F(f)

deg f<z
f=9>

> F(g?)

2degg<z

oo (11)

deg g<z/2

)SIDSREID ST

k<z/2 k=degg 0<k<z/2

WV

WV

De donde tenemos que
S(z) = oo cuando z — oo. (12)

Por otro lado,

S()= ) F(H= >, Y x@
deg f<z deg f<z d|f
= X@+ D> x @+ Y x@+ D> x(d)
d|f dlf dlf dlf
deg f=0 deg f=1 deg f=2—1 deg f=z
=X d)'dcgd:O Z 1+ X(d)|dcgd:1 Z 1+
d| f dlf
0<deg f<z 1<deg f<2
+ X(d)|dcgd:z71 Z 1+ X(d)|dcgd:z Z 1
d|f dlf
z—1<deg f<2 deg f=z
= XDlaega=o D 1+ X Dlaegazs D 1+
Ed=f Ed=f
deg E<z—0 deg E<z—1
+ X(d)|dcgd:z71 Z I+ X(d)|dcgd:z Z 1
Ed=f Ed=f
deg E<z—(2—1) deg E<z—2z
S SR S
degd<z Ed=f

deg E<z—degd
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Por consiguiente,

S)= >, F(H= D x(d > 1L

deg f<z degd<z Ed=f
deg E<z—degd

degd<z Ed=f
deg E<z—degd

Y @y ¥

k=0 k=degd =0 l=deg E
z z—k
— 1
= Ck q
k=0  1=0
degi—l <qzk+1 1)
= Ck
k=0 ¢-1
qurl
= L(x) +ec,
- (x)
degm—1
donde ¢ = " Z ¢k, es constante. De esta manera, si L(x) =0, 5(z) = cpara z >
q—
k=0

deg m — 1, contradiciendo lo probado en (12). Esta contradiccion completa la prueba. M

Ahora, estamos listos para movernos a la parte principal del argumento: Estudiaremos

las funciones A, (n) := Z xX(HA)/If]

deg f<n

Teorema 3.13. Paran > 0, A, (n) =log(¢™) + O(1).

Demostracion. Notese que, si (g%, m) = 1, para k > 1, con g y m en M (q; T), entonces
(g9,m) = 1. De lo anterior se tiene

A log |7 log |7
Ay, (n) = Z %: Z |i||k|: Z |i||k|

deg f<n kdegm<n kdegm<n
(f,m)=1 (r* m)=1 mtm
log ||
= E il + R(n),
degm<n
Ttm

donde

log |7 log |7
R(n) := Z e + Z P 4o

2degm<n 3degm<n
mtm Ttm
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Por otro lado, como

log |7 log |7 log |7 log |7
Z g|k|: Z g|k|+ Z g|k|> Z g|k|’
|| || || ||
kdegm<n kdegm<n kdegm<n kdegm<n
m|lm mtm Ttm

para k > 2, entonces

log |7 log |7|
R(n)< Y o + > o +

2degm<n 3degm<n

deg f<n degm<n

con la ayuda de la prueba del Lema 3.8. Por lo tanto,

Ao = Y 1°|‘i'|”'+0<1>= S 28T 601) = tog(™) + 0(1),

degw<n degm<n |7T|
Ttm
por las propiedades de O-grande, y por el Lema 3.8. v

El resto de esta seccion esta dedicada a mostrar que para x # Xo, 4y (n) = O(1). El Teo-
rema 3.1 se seguira de este resultado, del Teorema 3.13 y las relaciones de ortogonalidad.

Lema 3.14. Sea x un cardcter no principal. Paran >0,

Demostracion. Como se demostr6é anteriormente, la funcién de la izquierda se anula
para k > degm. También se anula para n > degm — 1. Por otro lado, supéongase que
n < degm — 2. Notese que

l

n
Ck Ck
)= 2 | S a2, |H0 - 2 Gk
o ¢ Sdeg Pl
Entonces,
" e
k — k
_ E — < qdegm 2 max E —la
prd q o<i<degm—2 P q
concluyendo asi el lema. v

Lema 3.15. Sea x un cardcter no principal. Paran >0,

D xtf If = 0(1).

dcg f<n
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Demostracion. Por el Lema 3.4,
x(f)log |f| Z
> A(d
deg f<n |f| deg f<n |f| d|f
Ademas,
E
Lyaw- y X920 v X
deg f<n d|f deg d<n deg E<n—degd
puesto que, para f = FEd,
d)A(d E
LR 2R e P
deg f<n d|f deg d<n deg E<n—degd
Ahora, por el Lema 3.14,
x(E egd—n
> (—|)=L(x)—0(qd gdm),
deg E<n—degd

Por lo tanto,

X(d)A(d) Z @ — L(X) _ O(qdegd—n)'

| | deg E<n—degd | |

Entonces,

E)
2"| > <—|— ) > XS s R,

degd<n deg E<n—degd degd<n
donde R(n Z x(d | | (q4°897™). Notese que
degd<n
Z X qdcgdfn) < qun Z A(d)
degd<n degd<n

para M > 0. O sea, R(n) = O(q7" X jegacn AMd)) = O(¢7"¢") = O(1), por Lema 3.6.
Puesto que para n > degm, ¢ = 0, se sigue que

degm—1
f)lo k

I L D T
deg f<n k=0 q

donde ¢ es una constante. Entonces,

Luego,
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De lo anterior deducimos inmediatamente el
Corolario 3.16. Si L(x) # 0 para el cardcter no principal x, entonces A, (n) = O(1).
Lema 3.17. Sea x un cardcter no principal. Paran >0,
log(g"™) + A, ( Z xtf |f| 1ogm+0()
dcgj<n
En particular, si L(x) =0, Ay (n) = —log(¢™) + O(1).

Demostracion. Evaluemos Y ;.. r<p, (T >a)y 1(d) log “17:' de dos maneras diferentes. No-
tese que, por Lema 3.4

> uld) m = u(d)log(g") = > _ p(d)log d|

d|f d|f d|f

=log(q") Y _ u(d)

dlf
Por Teorema 2.7, se tiene

log(
> (@)l = {Au

q"), sif=1,
dlf )

. sifAL(f=a).

Luego, por un lado,
S uayios L = tog(am + > XDan),
deg f<n d|f deg f<n

pues, f = 1 cuando deg f = 0, y f # 1 cuando 0 < deg f. Por otro lado, invirtiendo el
orden de la suma, tenemos

x(f x(d x(h
S oLy = Y Mg L 57 X,
deg f<n |f| d|f | | degd<n | | | | deg h<n—degd | |
donde f = hd (prueba analoga a (13)). Ademas, por Lema 3.14,
x(h egd—n
L) - Y. (T|)=0(ngd )-
deg h<n—degd

Luego la expresion que esta a la derecha se convierte en

X(d)u(d) x(h)
2 w| b%ﬂ )BT

degd<n deg h<n—degd

x(d
1og—+R( ),
ngZ:Kn |d| |d|
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donde R(n Z x(d)n(d) —O( degdy Notese que
degd<n |d| |d|

1 ™) —log|d
|R(n)| < qun Z ( Og(q )d 0g| |)qdcgd
degd<n | |

=Mq™ [log(qn) qu - Z 10g|d|17

k=0 deg d<n

para M > 0. Después, expandiendo la progresiéon geométrica y restando la expresion
obtenida en el Lema 3.2, vemos que

log(q") qu— > logd|
=0

degd<n

n+1 n
q qg q"-1
=1 1+ - 1 1
og(q [ q—l] {q_log(Q) (OgQ)q_l g—1

< 2(log q) log( ") +2(log q)q"
-1

puesto que ¢ T <2 y < ¢". Es decir,

log(q") > ¢"— Y logld| < log(q") +¢" < ¢".
k=0 degd<n

Entonces, R(n) = O(1), pues |R(n)] < ¢ "¢" = 1. Comparando las dos expresiones
obtenidas, tenemos

low(d" X()A(S x(@pld) "

demostrando, asi, el teorema. v

Juntando este resultado con el del Corolario 3.16, vemos que hemos demostrado el
Lema 3.18. Sea x un cardcter no principal. Entonces, para n > 0

0, siL(x)#0,

Ay (n) = O(1) + log(¢™) {_1 si L(x) = 0.

Demostracion. Del Lema 3.17 tenemos, para n > 0,
A ( Z Xt/ |f| |f| +O(1) —log(q™).

dcg f<n

Si L(x) = 0, entonces Ay (n) = O(1) + log(¢"™)(—1). Por otro lado, del Corolario 3.16
tenemos, si L(x) # 0,
Ax(n) = O(1) +log(¢")(0).

De esta forma concluimos la afirmacion del lema. v
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Corolario 3.19 (No anulacion de L(x) para x no real). Si x es un cardcter que toma al
menos un valor no real, L(x) # 0.

Demostracion. Por Lema 2.15, si f =1 méd m, entonces > x(f) = ¢(m). Ademas,

ZA )+AX1( ) ..+AXk—1(n)
Xo(f xa(f xe—1(F)A(S)
dcng<n |f| dc§<n |f| dc§<n |f| ,

pues G = @, tomando o(G) = k. Entonces,

Es decir,
f=1 méd m | |
deg f<n

Por otro lado, del Teorema 3.13 y del Lema 3.18 tenemos

ZA (n) + A, (n) + -+ 4+ Ay, (n)

=log(q") + O(1) — Vlog(¢"™) + O(1) +--- + O(1)

k—2 veces

= (1-V)log(¢") +O(1),

donde V es el numero de caracteres x tales que L(x) = 0, es decir, 1 <V < k—1. Notese
que log || = degmlog g > 0, pues logq > log2 y degm > 1. Entonces,

s A0,
f=1méd m |f|
deg f<n

Puesto que el lado izquierdo de (14) es no negativo para todo n, debemos tener V < 1
Pero si L(x1) = 0 para un caracter no real i, entonces 0 = L(x1) = L(X;). Dado que
x1 toma, al menos, un valor no real, y1 # X; vy, por tanto, V' > 2, hay al menos dos
caracteres x diferentes tales que L(x) = 0, contradiciendo lo anterior. v

Puesto que por el Corolario 3.19 y el Teorema 3.12, L(x) # 0 para cada x no principal,
el Corolario 3.16 implica el esperado

Corolario 3.20. Si x es un cardcter no principal, A, (n) = O(1).
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Demostracion del Teorema 3.1. Por Lema 2.15, Teorema 3.13, y Corolario 3.20, tenemos:

H. GAMERO, J. BLAaNCO & G. VERGARA

A A
NP (mex(a)) > A
deg f<n X deg f<n
f=a méd m f=a méd m
Como G = G, tomando o(G) = k, se tiene
A(f)

(a)>

<Zx(f)¥

Por otro lado,

X(a)Ay(n) =X,(a)Ay, (n) +X1(a)Ax, (n) + -+ + Xp—1(a) Ay, ()
= Xo(a)log(q") +Xo(a)O(1) +X1(a)O(1) + -+ + Xj—1(a)O(1)
=X,(a)log(¢") + O(1)
=log(¢") + O(1),

A(f) - n
p(m) > . > x(a)Ay(n) =log(q") + O(1)
deg f<n X
f=a méd m
Ahora,
A(f) log || log |7|
= R
2. T D T X T TRm)
deg f<n kdegm<n degm<n
f=a méd m 7*=a méd m m=a moéd m
donde
R(n) e log || log ||
() > B > T
2degm<n 3degnm<n
m2=a méd m m3=a méd m
Como
A(f) log ||
- Z k
deg f<n | | kdegm<n |7T|
log || log ||
R
D, T tRmE > Tt ). E
degm<n 2degn<n 3degm<n
m2%a méd m m3Za méd m
log ||
> R(n),
D, T TR®
degm<n
entonces A 1
> Aoy R rw o
deg f<n |f| degm<n |7T|

log ||
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Por consiguiente,
A(f) log |7|
R(”)—O< Z /] B Z A
deg f<n degm<n
Por tanto, como m # 0,
log(q") + O(1) = ——log(q") + ——~O(1)
—— loglg = ——loglg —
p(m) p(m) p(m)
_ oy AW
daTen Ml
f=a méd m
log |7 A log |7
. g||+0 3 (f)_z g x|
degm<n |7T| deg f<n |f| degm<n |7T|
m=a méd m
log ||
= > T o(1),
degm<n
m=a méd m
por Lema 3.8. Reorganizando, resulta el teorema. v
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