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Resumen

Se obtiene una solucion general exacta de las ecuaciones de Einstein
en el vacio para la métrica estdtica axialmente simétrica, en términos
del sistema de coordenadas esferoidales generalizadas, el cual contiene
como casos particulares los sistemas de coordenadas esferoidales prolatas,
esferoidales oblatas y esféricas. La solucién obtenida es una generalizacién
de las soluciones correspondientes a cada uno de estos tres casos.

1. Introduccion

FEn toda teoria fisica hay dos elementos fundamentales que la constituyen: en
primer lugar, tenemos un conjunto de ecuaciones diferenciales cuya solucién
genera un grupo de resultados matemaéticos; por otra parte, tenemos un con-
junto de reglas que establecen la conexién entre los resultados mateméticos
obtenidos y los fenémenos del mundo fisico. Ambas partes son fundamenta-
les e igualmente importantes en lo que respecta al desarrollo de una teoria
fisica. Asi, el problema netamente matemaético de analizar, tanto como sea
posible, el conjunto de ecuaciones diferenciales que la componen, resulta tan
trascendente como el concerniente a la interpretacién fisica de las soluciones
obtenidas. El tema de las soluciones exactas se encuentra enmarcado preci-
samente en la primera etapa, y estd encaminado al estudio exhaustivo de las
ecuaciones diferenciales que rigen al campo gravitacional en la teoria general
de la relatividad.
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Una solucién exacta de las ecuaciones de Einstein es, sencillamente, una métri-
ca cuyas componentes estan dadas en términos de funciones analiticas bien co-
nocidas. Su importancia en fisica tedrica es mas que reconocida, siendo varias
las razones por las cuales dicho elemento es tomado en cuenta en numerosos
problemas. Este trabajo estd enmarcado dentro del tema de las soluciones exac-
tas de las ecuaciones de Einstein. Trataremos especificamente con una de ellas:
la solucién de Weyl. Es la solucion exacta que se obtiene de las ecuaciones de
Einstein cuando en ellas se introducen la simetria temporal y la simetria axial.
Es por eso que recibe el nombre de “métrica estatica axialmente simétrica”.

La introduccién de diversos sistemas de coordenadas estd dada por la natu-
raleza geométrica que puedan tener los objetos que originan el campo gravi-
tacional. Asi, encontramos trabajos en donde las soluciones estdn expresadas,
por ejemplo, en términos de coordenadas esferoidales prolatas o en términos
de coordenadas esferoidales oblatas, dependiendo de si la fuente tenga forma
elipsoidal o tenga forma de disco. Si la fuente es esférica o puntual, el proble-
ma, naturalmente, presentard simetria esférica, la cual es un caso especial de
la simetria axial, y sus soluciones deberan expresarse en coordenadas esféricas.

Aunque los tres anteriores casos (al ser simétricos axial y temporalmente) re-
presentan soluciones de Weyl, constituyen problemas distintos, en donde existe
una solucién exacta diferente para cada sistema de coordenadas. El objetivo
central de este trabajo es mostrar de qué manera podemos reunir estos tres
problemas en uno sélo. Es decir, definiendo un sistema de coordenadas gene-
ralizado, del cual las coordenadas esferoidales prolatas, esferoidales oblatas y
esféricas son casos particulares, hallamos una sola solucién exacta que retna
las tres anteriores. De esta forma podemos sintetizar una cantidad de resulta-
dos dispersos en un sélo concepto general.

2. Espacio-tiempo estatico con simetria axial

Consideremos el problema correspondiente a un campo gravitacional estatico
axialmente simétrico, el cual define una geometria espacio-temporal caracteri-
zada por el elemento de linea de Weyl [1, 2J:

ds® = —e*dt* + 7 p*dyp? + e (dp? + d2?) |, (2.1)

donde z% = (¢, p, p, z) son coordenadas cuasi-cilindricas y las funciones 1 y 7
dependen sélo de las coordenadas p y z. La naturaleza cuasi-cilindrica [3] de las
coordenadas significa que p = 0 sobre el eje de simetria y, para z fijo, p crece
mondtonamente al infinito, mientras que z, para p fijo, crece mondétonamente
en el intervalo (—oo, 00). La coordenada ¢ varfa en el intervalo usual [0, 27).
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Las ecuaciones de Einstein en el vacio, Ry, = 0, para el campo gravitacional es-
tatico axialmente simétrico, en coordenadas cuasi-cilindricas, son equivalentes
al sistema de ecuaciones diferenciales parciales [1, 4]

¢,pp =+ ;w,p + 1/},22 = O, (2.2)
Yo = P, — VL), (2.3)
V2 = 2p¢,p¢727 (2.4)

donde los subindices denotan derivacién parcial. La primera de estas tres ecua-
ciones es la conocida ecuacién de Laplace tridimensional axialmente simétrica,
en coordenadas cilindricas, para la funcién v, cuya solucién general es amplia-
mente conocida [5, 6]

Las otras dos ecuaciones diferenciales son no lineales y dependen de 1, la
cual ya estd determinada. En primera instancia dirifamos que, dado que ¥ ya
estd determinada, también lo estard la funcién . Sin embargo, es necesario
verificar primero si el sistema sobredeterminado de ecuaciones (2.3)-(2.4) tiene
solucién analitica, es decir, si existe 7 como soluciéon exacta. La condicién de
analiticidad para este caso estd dada por

Yoz = V,zp> (25)

la cual se satisface como consecuencia directa de la ecuacién de Laplace (2.2),
como se puede verificar facilmente; asi entonces, el sistema de ecuaciones di-
ferenciales es integrable.

3. Coordenadas esferoidales generalizadas

Vamos ahora a introducir el sistema de coordenadas esferoidales generalizadas
(CEG) (&,m, ) a través de las siguientes relaciones:

£ = g[(l + k)cosha + (1 — k)senha], (3.1)

n = cosd, (3.2)

donde a es una constante real no negativa y k sélo puede tomar los valores
1 6 —1. Si introducimos o = Vka, es ficil ver que 0 =1, 0 = =1y 0 = 0
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definen, a través de (3.1), los sistemas de coordenadas esferoidales prolatas,
esferoidales oblatas y esféricas [4]. Las variables 6 y ¢ son las mismas coorde-
nadas angulares del sistema de coordenadas esféricas: 0 <0 < 7,0 < ¢ < 27.
Por otra parte, cada valor de « define un elipsoide coordenado centrado en el
origen, con focos en a y —a.

Las coordenadas cuasi-cilindricas de Weyl y las CEG se relacionan de la si-
guiente manera:

o= (@ =) (1-), (3.3)

z = £&n. (3.4)

Si introducimos esta transformacién de coordenadas en (2.1), obtenemos la
expresién para la métrica estitica axialmente simétrica en CEG [4]:

ds? = —eMdt? + (2 — 0?1 — nP)dp?
(3.5)
de? dn?

+ 62(7_110 (52 - 02772) 62 _ 0_2 + 1— ,,72 9

donde las funciones ¢ y v sélo dependen de las coordenadas & y 7.

Las ecuaciones de Einstein en el vacio para la métrica (3.5) tienen la siguiente
forma [4]:

[(52 - 0'2)7/),5],5 + [(1- 772)¢,17]ﬂ7 =0, (3.6)

_ 1—7n? 2 2\2

Ve = {2 _02772 [5(5 g )17[175
(3.7)

— E(1—nPE — (& — oM er,)

2 2
Yo = g 1€ ot

— (1= )% + 261 — n* e, -

La expresion (3.6) es simplemente la ecuacién de Laplace tridimensional en
CEG, para la funcién 1, independiente de ¢. Las expresiones (3.7) y (3.8)
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constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales sobredeterminado, para =,
cuya condicién de integrabilidad, tal como en el caso de las coordenadas cuasi-
cilindricas, estd garantizada como consecuencia directa de la ecuacién de La-
place (3.6).

4. Solucion general en CEG

La solucién general, de interés fisico, para la ecuacién de Laplace (3.6), ob-
tenida mediante el método de separacion de variables, puede escribirse como

[4]:

o0

Ve =Y o Qule)Pali) (4.1)

n=0

donde € = ¢/o y los P, y @, son los polinomios de Legendre y las funciones
asociadas de Legendre de segunda clase, respectivamente. Las d,, son constan-
tes arbitrarias y determinan las soluciones particulares de (3.6).

Introduciendo (4.1) en el sistema de ecuaciones (3.7)-(3.8), obtenemos la si-
guiente solucién general [4]:

o0

dndm mn
v(e,n) = Z WP ) (4.2)
n,m=0
donde
mn 1 e2—1 e+n
r = —In [52_772] + (Kn + Em — 26pkm) In L_l]
+ (52 - 1)[5(An,mQ;LQm + Am,nQ;nQn) - Cn,anQm]
(4.3)
2 ’{nQin m
+ (&7 = DI = #0)Sm + fnSmr = = { P = (=1)™}]
1
2 _ 1)2 e /ey
+ (E 1) [QmBm,n QmAm,n + n + 1Am,anQn]7
con

1 sin es par,
Kp =
0 sin esimpar.
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Los Anm, Cnm, Sms Bmn ¥ Ampn son combinaciones de los polinomios de
Legendre, sus funciones asociadas de segunda clase y sus primeras derivadas,
y estan dados por

(n—1)/2 p(n,m—2k—1) (2m — 4k — 1)K (m — 2k — 1,n, 1)
An,m = Z Z
k=0 1=0

2(m+n) —4(k+1)—1
(4.4)

X[Ppn—2(k+1) — Prtn—20k4141))5

(m—1)/2 (n—1)/2 p(m—2j—1,n—25—-1) (2m—4j B 1)(2n—4k— 1)

Bum= Y, . > 20m +n) —4(j +k+1) -3

j=0 k=0 1=0

X[K(m—2j—1,n—2k—1,0)] (4.5)

X [Pm+n—2(j+k+l)—1 - Pm+n—2(j+/€+l)—3]v

Cn,m = _(n + 1)Am,n + Bn+1,m7 (4'6)
donde 5 5 Ak 1
K(m,n, k) = o TS ST Ak (4.7)
2m+2n -2k +1  amin—k
con (2% — 1)1
Igualmente,
n
Apn = / PruSusrdn
-1
(n—1)/2
1 1
= 4.
{n—2k+1+n—2k¢ (4.9)
k=0
X Am,n72kQ;;,72ka
n
Bnn = / anSndn
-1
= Lt (4.10)
o n—2k n-—2k-1 '

k=0

/
X Bm,n—Qk—l Qn—Qk—l )
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n
S, = /Sndn
—1

(n—=2)/2 [ 1 1

= ) n_ok h_2k_1
k=0

X [Poor—1 + (=1)" Qo1

Los detalles de los cédlculos correspondientes pueden encontrarse en la referen-
cia [4] (ver también [10]).

(4.11)

5. Conclusiones

Las coordenadas esferoidales prolatas, esferoidales oblatas y esféricas, y sus
respectivas soluciones generales del vacio para el espacio-tiempo estatico axial-
mente simétrico, pueden interpretarse como casos particulares de una gene-
ralizacién establecida mediante la introducciéon del sistema de coordenadas
esferoidales generalizadas.

La solucién definida por (4.1) y (4.2) representa algo asi como una “genera-
lizacién de soluciones generales” y constituye, por lo tanto, un compendio de
diversos resultados obtenidos en el drea de investigacion relacionada con la
bisqueda de soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein (ver referencias

7 - 11]).
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