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La derivada de Carathéodory en R?
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Resumen

En este trabajo hacemos una completa revisién de la nocién de derivada,
para lo cual presentamos las definiciones de derivada de Gateaux, Fréchet
y Carathéodory. Se muestran las relaciones entre ellas y finalmente se da
una topologia sobre R? para la cual los tres conceptos de derivada son
equivalentes.

1. Introduccion

Una de las nociones mas utilizadas dentro de las matematicas es, sin lugar a
dudas, la nocién de derivada, pues aparece naturalmente en diferentes areas
del conocimiento, tales como la fisica, la quimica, la biologia, la ingenieria y
la economia.

A nivel educativo esta nocion se ensena en los cursos regulares de calculo, pero
por lo general, siempre en la forma en que fue definida por Cauchy en 1823.
Una versién de ella para funciones de R en R aparece en [14] textualmente
como sigue:

Definicién 1.1 (definicién usual de la derivada). Si f : R — R es una
funcion y a es un punto de acumulacion en el dominio de f, el valor de la
derivada de la funcion f en a es el niumero

o fath) - fla)
f'(a) = lim )1,

h—0
si el limite existe; esto equivale a f'(a) = lim f@) = f(a)
z—a T —a

, st el limite existe.
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En dichos cursos no se tiene en cuenta que existen otras formas de ella que
pueden ser mas manejables, o méds complicadas (en cuanto a las demostraciones
de algunos teoremas bésicos del célculo). En este trabajo presentamos algunas
de las mas conocidas, para dar una idea de cémo se puede ensenar la nocién de
derivada y para utilizarla en su forma maés adecuada para los requerimientos
del momento.

Dentro de esas definiciones aparece la que dio Constantin Carathéodory (1873—
1950) en su libro Theory of Functions of a Complex Variable [6], y aunque
Carathéodory utiliza esta definicién dentro del marco de la teoria de funciones
de variable compleja, Stephen Kuhn [10] mostré que esta definicién, aplicada
a funciones de variable real, facilita en gran parte el manejo demostrativo de
algunos de los teoremas del cédlculo diferencial, como la regla de la cadena y
el teorema de la funcién inversa, aunque se muestra un poco excéptico en el
calculo de derivadas.

Acosta y Delgado retomaron en [2] la idea de Kuhn y extendieron la definicién
para funciones de R™ en R™, realizando algunas demostraciones y resolvien-
do algunos ejercicios, donde muestran como calcular derivadas utilizando la
definicién de Carathéodory. Ademads, establecen la equivalencia entre las defi-
niciones de derivada dadas por Fréchet (diferencial total) y Carathéodory.

Otra de las definiciones de diferencial es la conocida con el nombre de deriva-
da de Géateaux o derivada direccional. Es posible demostrar que una funcién
diferenciable segtiin Fréchet es diferenciable segin Gateaux, pero la afirma-
cién inversa es falsa; luego, debido a la equivalencia entre la derivada de Ca-
rathéodory y la de Fréchet, toda funcién diferenciable segiin Carathéodory
también es diferenciable segin Gateaux.

En R™ solamente se puede garantizar que una funcién diferenciable segin
Gateaux es diferenciable segtin Fréchet en un punto si la derivada de Gateaux
es una funcién continua en ese punto, asi que una pregunta natural es si
existe una topologia que garantice la continuidad de la derivada de Gateaux,
y asi poder establecer la equivalencia entre las definiciones de derivada dadas
por Gateaux y Carathéodory.

En la segunda seccion de este articulo presentamos algunas de las nociones
bésicas del andlisis necesarias para entender las restantes secciones.

En la tercera seccion se presentan las tres nociones de diferencial que deseamos
relacionar, mostrando algunos resultados que se dan a través de la bisqueda
de condiciones para establecer la equivalencia entre ellas. Finalmente, en la
cuarta seccién se muestra la equivalencia entre las tres deficiones de deriva-
da discutidas en la seccién tres para funciones de R? en R, para lo cual se
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construye una topologfa especial para R? que garantiza la continuidad de la
derivada de Gateaux. Esta construcciéon se hizo a partir de la topologia radial
para R? (ver Willard [18]).

2. Preliminares

2.1. Algunas nociones basicas de analisis

El propésito de esta seccién es dar las notaciones y convenciones, asi como
las ideas de la teoria del analisis, que constituyen el material béasico para el
estudio de las secciones posteriores.

Definicion 2.1. Sean X e Y espacios topoldgicos y f: X — Y una funcion.
Entonces f es continua en xo € X si y sélo si para cada vecindad V de f (x¢)
en'Y, existe una vecindad U de xg en X tal que f (U) C V.

Teorema 2.1. Sean X e Y espacios topoldgicos y f: X — Y una funcion.
Entonces f es continua si y solo si para cada abierto H en' Y, f~1(H) es
abierto en X.

Definicién 2.2. [9] Sean X e Y espacios de Banach. Un operador L sobre X
con recorrido en Y es llamado:

» Aditivo, si L(z +vy) = L(x) + L(y), para todo x,y € X.
» Homogéneo, si L(A\x) = AL(x), para cualquier escalar X.
» Continuo en x € E, si |[L(xy,) — L(z)|| — 0 cuando ||z, — x| — 0.

= Acotado, si existe un nimero no negativo M tal que |L(z)|| < M ||z,
para todo x € X.

L es llamado lineal si es aditivo y homogéneo. Es bien conocido que un opera-
dor lineal es continuo en todo el espacio si y sdlo si es continuo en © (mddulo
aditivo del espacio), y es acotado si y sélo si es continuo.

Definicién 2.3. [9] Si L es un operador lineal acotado, entonces la norma de
L, denotada por |L||, se define como

L] — sup 1L
sk Tl

x #QO.
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Si L y S son operadores lineales acotados de X en X, su suma L + S y su
producto LS son operadores lineales, y ||L + S|| < || L||+|S]], [|LS]] < || L] [|S]]-
El conjunto de todos los operadores lineales acotados de X en Y forman un
espacio de Banach si Y es completo.

Definicién 2.4. [17] Sean X eY espacios de Banach; el operador F : X —Y
es llamado uniformemente continuo sobre un conjunto W C X, si para cada
e > 0 existe § > 0 tal que

|F (2') = F (2")| <&
se cumple para cada par ¥’ y " € W que satisfagan
H:E' — w”H <94.

Proposicién 2.1. [18] Para un operador T de X en Y, donde X e Y son
espacios lineales normados, las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. T es continuo en algun xg € X.
2. T es uniformemente continuo sobre X.

3. T es acotado.

Definicién 2.5. [18] Sea X un espacio lineal normado. El conjunto de todos
los funcionales lineales acotados definidos sobre X se llama el espacio dual
de X, y se simboliza X*.

Definicién 2.6. [18] Sean X e Y espacios lineales normados. Una aplicacion
F: X — Y es llamada completamente compacta sobre un conjunto acotado
K C X, si F es uniformemente continua sobre K y compacta (la imagen de
un compacto es compacta).

Definicién 2.7. [18] Los espacios lineales normados X para los cuales (X*)*
= X, son llamados reflexivos.

Definicién 2.8. [12] La norma ||-||" es equivalente a la norma ||-|| sobre X si
existen numeros positivos m y M tales que

m x| < ||z||' < M ||z|, para todo x € X.
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2.2. La derivada

La nocién de diferencial fue inicialmente concebida por Newton y Leibniz para
funciones reales de una variable real. No obstante sélo a finales del siglo XIX
la nocién fue generalizada para funciones de varias variables.

Una definicién de diferencial total que se encuentra en la primera edicién del
Cours d’Analyse de Goursat (1902) deja ver cémo se definia la diferenciacién
a comienzos de este siglo:

“Sea w = f(x,y,2) una funcion de tres variables independientes x,y,z. Se
llama diferencial total dw a la siguiente expresion:

dw = fydx + fydy + fldz,

donde dx,dy, dz son tres incrementos constantes y arbitrarios atribuidos a las
variables independientes x,y, z.”

Y para que una funcién tuviese diferencial total en un punto de su dominio
era necesario y suficiente que en este punto ella tuviera todas las derivadas
parciales, y no era necesario exigir la continuidad de la funciéon. De hecho, en
esta época cualquier teorema sobre diferenciacion poseia la hipotesis adicional
que las derivadas parciales estaban definidas en una vecindad de un punto y
eran continuas en ese punto.

Fue exactamente de la bisqueda de condiciones generales para la existencia
de la diferencial total que nacieron las diferentes nociones de derivada; algu-
nas de estas interpretaciones aparecen tratando de dar sentido a la forma en
que el limite del cociente diferencial M se obtiene; algunas veces la
existencia de la derivada particularizada y con algunas condiciones implica la
existencia de la derivada total.

Las derivadas laterales representan una de las primeras generalizaciones de la
derivada ordinaria, en la que no se restringe su existencia a la existencia del
limite del cociente diferencial, ya que este limite puede no existir, por lo cual
se consideran los limite laterales: limite superior y limite inferior.

Necesitamos solamente la continuidad de las derivadas laterales en el punto
para garantizar la existencia de la derivada ordinaria en ese punto.

Definicién 2.9. [15] Una funcidén f definida sobre un intervalo I = [a,b] tiene
definidas en cada punto de I cuatro derivadas laterales (excepto en a y en b,
en los cuales sdlo se definen dos derivadas):
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Dt f(x) = hli)%l+ o (derivada superior derecha);
D™ f(x) = hlirg_ (z+ hi)L —J@) (derivada superior izquierda);
dtf(x) = hlir(r)lJr f+ hi)L — /@) (derivada inferior derecha);
d f(x) = hlirgf Jla+ hi)L — /@) (derivada inferior izquierda).

Cambiando la forma del cociente diferencial da como resultado una gran can-
tidad de particularizaciones de la derivada. Una de las mas comunes es la
derivada simétrica (también llamada la derivada de Riemann), definida as:

/ 1
((2) = lim — h) — —h)].
7@ = lim = [f(w -+ h) = f(z — h)
Esta derivada tiene la virtud de no involucrar el comportamiento de f en el
mismo x (esta definicién es utilizada en la teorfa de las series trigonométricas).

La existencia de la derivada usual garantiza la existencia de la derivada simé-
trica, pero la afirmacién inversa no siempre se cumple.

La existencia de la derivada simétrica en todos los puntos de un conjunto F
implica la existencia de la derivada usual en casi todo punto de F, ya que, por
ejemplo, en funciones reales con discontinuidad removible existe la derivada
simétrica, pero la usual no.

La derivada de orden superior de Riemann dada por

£ (o) = lgnohi > (=1 ( +h (G- ’“)>

es una extensiéon de la derivada simétrica. La derivada de orden dos de Riemann
es frecuentemente llamada la derivada de Schwarz.

El cociente diferencial puede ser variado en otras direcciones. La simple varia-
cién que aparece en [5],
. flw2) — flo
f[*] (xg) = lim M, con x1 # o,
Z1,L2—T0 Tro — I1

fue considerada por Peano, quien afirma que ella refleja el concepto de derivada
usado en las ciencias fisicas méas cercanamente que la definicién usual, dado
que fI es siempre continua y coincide con f’ siempre que f’ sea continua.
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Otra variacién es la derivada congruente de Sindalovski [11]:

o £ = 0(tR) — (= B(th) — th)

t—0 t

?

donde ¢ es una funcién arbitraria definida en una vecindad del origen para la
cual ¢(th) — 0, cuando t — 0.

Ademas, si G es cualquier operador continuo, se define la variacién de Mura-
viov de f (con respecto a G) mediante

lim ¢ {f(z + thG(x)) ~ (@)}
Esta misma definicién aparece en [5] como

o L E=00) = f =9 ()~ 1)

h—® h

9

donde ¢ es una funcién arbitraria, definida en una vecindad del origen, la cual
aproxima a ¢ con h.

Una de las nociones mas importantes para nosotros, la variaciéon de Gateaux, es
obtenida como un caso especial de las variaciones de Sindalovski y Muraviov,
y fue introducida para funcionales por Gateaux en 1913. Es una generalizacion
de la nocién de la derivada direccional en calculo y de la nociéon de primera
variacién manejada en cdlculo variacional.

Definicién 2.10. [11] Sean X e Y espacios normados reales, y U un subcon-
junto abierto de X. Sean xqg € U y h € X un elemento fijo diferente de cero.
Dado que U es abierto, existe un intervalo I = (—7,7), para algin 7 > 0,
tal que sit € I entonces (zo + th) € U. Si la aplicacion ®(t) = F(xo + th)
tiene una derivada usual en t = 0, entonces ®'(0) es llamada la variacion de
Gateauz de F en xo con incremento h, y es denotada por

d 1
VF(zo;h) = @F (xo +th) = }1’11[1) n {F(xo +th) — F(zo)} .
Es claro que la variacion de Gateaux puede existir para algin h, pero fa-
llara para otros; sin embargo V F (zg, h) es homogénea en h y de grado uno,
como veremos en la seccién siguiente.

Una nocién mas débil que la variacién de Gateaux es obtenida si, por ejemplo,
la derivada de Schwarz ®!1(0) es utilizada como sigue:

: . D(t) — P(—t
@[}(0):%2%()%”.
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Las ciencias fisicas, en particular la termodindmica, inspiré a Borel a definir
la “derivada media” [5]:

/ , ,
= lim |
To (o) = i

h

1 t) —
[Lenzim,
h t

€
En 1923 Hadamard publicé un escrito donde se presentaba el germen de una
nueva definicién de diferencial, la cual més tarde motivé a Fréchet para dar en
1937 otra definicién de diferencial para funcionales sobre espacios de funciones.

Definicién 2.11. [11] Si X e Y son espacios lineales normados, se dice que
un operador F' : X — Y tiene una diferencial de Hadamard en xg si existe
una aplicacion lineal continua L : X — Y, tal que para cualquier aplicacion
continua g : [0,1] — X para la cual g(0) = zo y ¢'(0") existe, la aplicacion
s(t) = F(g(t)) es diferenciable ent = 0" y s'(07) = Lg'(0"). La aplicacion L,
que es obviamente unica, es llamada la derivada de Hadamard de F' en xg, y
Lg' (07) es llamada la diferencial de Hadamard.

Definicién 2.12. [11] Sean X e Y espacios lineales normados. Se dice que
una aplicacion F : U — Y, donde U es un subconjunto abierto de X, es
diferenciable sequn Fréchet en xg € U, si existe un operador lineal continuo
L(zg) : X =Y tal que la siguiente representacion se da para cada h € X con
ro+heU:

F(l‘o + h) — F(wo) = L(.%'())h + R(x(), h), (2.1)
donde | R(zo; )|
, Zo;
lim ———= = 0. 2.2
AT (2.2)

Otra nocién que fue primero introducida por Dubrovskii [7] en el marco de las
ecuaciones integrales, es la que damos a continuacion.

Definicién 2.13. [11] Sean X e Y espacios normados. Se dice que un operador
F: X =Y es asintdtico a un operador lineal continuo L, si

|£ (z) = L(z)[| _

]| —o0 |||

0. (2.3)

Note que existe a lo mds un operador lineal que satisface (2.3); L es llamado
derivada asintotica de Fréchet.

Definicién 2.14. [17] Se dice que un operador F : X — Y tiene, sobre el
conjunto W C X, una diferencial localmente uniforme dF (x,h), si para cada
e >0 yxg € W, existen nimeros positivos n (e, zo) y 6 (e,x0) tales que para
cada x en la bola D, (x¢,n) la desigualdad |R (x,h)|| < €||h|| se da si ||h| < 0.
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Teorema 2.2. [17] Para la continuidad de F' en la bola D,, es necesario y
suficiente que F tenga en D, una diferencial localmente uniforme, y que F’
sea localmente acotada en D,.

Definicién 2.15. [6] Se dice que una funcion de una variable compleja f (2)
definida en una region G del plano complejo es diferenciable en el punto zg de
ésta region, si existe una funcion ¢ (z;29) que sea continua en el punto z = z
y satisfaga la relacion

f(2) = f(20) + (2 — 20) ¢ (23 20)

en todos los z de G.

En el marco de los espacios normados (especificamente en R” y R™) se da la
definicién de Diferencial de Fréchet, como aparece en [2].

Sea f una funcién de R"™ en R™ y a un punto en R™. Para dar una interpre-
tacién de la definicién segin Carathéodory, identificaremos f(z) — f(a) con
un vector columna de R™ y  — a con un vector columna de R™. Por lo tanto
¢f(x) se puede interpretar como una matriz n x m.

Definicién 2.16. [2] f es diferenciable en a si existe
¢f:R" — My continua en a,

tal que
f(x) = fla) = ¢p(z)(x —a).
Si ¢y existe,
Df(a) = ¢f(a) € Mpxm.

Veamos el siguiente ejemplo de cémo derivar segun esta definiciéon:
Ejemplo 2.1. Si F : R? — R? estd definida por

F(‘Tay) = (‘T2ay2)
y (a,b) € R?, veamos cémo se calcula F' (a,b):

F (z,y) — F (a,b) = (xz,yz) — (a2,62)

_ (xz a2 b2)

z—a)(z+a),(y—"b)(y+b))

((
<$ga y3b><§_2>
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T+ a 0

2a 0
— ; / —
@F(:U,y)—< 0 y+b> escontmuaen(a,b)yF(a,b)—( 0 2b> .

3. Tres nociones de derivada

3.1. La derivada de Gateaux

Para funciones en varias variables la diferencial de Gateaux cominmente nom-
brada G—diferencial, se conoce como derivada direccional.

Definicién 3.1. [4] Sea f definida sobre el subconjunto A de R™ y, tomando
valores en R™, sea ¢ un punto interior de A y u cualquier punto en R™. Un
vector L, € R™ es llamado la derivada parcial de f en ¢ con respecto a u,
st para cada nimero € > 0 existe un 0(¢) > 0 tal que para todo t € R que
satisfaga 0 < |t| < é(e) tenemos

<e.

[H0re+ - 0 - 1)

En forma semejante se puede definir L, como

1
lim —{f(c+tu) — f(o)},

o como la derivada ent = 0 de la funcion F definida mediante F(t) = f(c+tu),
para |t| suficientemente pequeno y tomando valores en R™.

La definicion de variacion de Gateaux dada anteriormente por
, 1
VF(xo;h) = %H% n {F(xzo+th) — F(x0)}
puede existir para algin h, pero falla para otros; sin embargo V F (zo,h) es
homogénea en h de grado uno. Se demuestra la siguiente proposicion.

Proposicién 3.1. [17] Sean X e Y espacios de Banach y A C X. Si una
funcion F : A — 'Y tiene variacion de Gateaux en un punto xg con incremento
h, es decir, si VF (xo,h) existe para algin h # 0, entonces para cada nimero

A, VF (xo; Ah) existe y es igual a \V'F (xzo; h) .

Demostracion.
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SitA = r, tenemos :
1
VF (xo; A\h) = %I/H(l) i {F (zo +t(Ah)) — F(z0)}

= lim % {F (zo + (tA)R) — F(x0)}

— Alim L {F (20 + rh) — Fz0)}

r—07r

= ANVF(xo;h). O

La existencia de la variacion de Gateaux en xy € U provee una propiedad de
aproximacion local en el siguiente sentido:

Teorema 3.1. [11]Sean X e Y espacios de Banach y una funcion F : U C
X — Y. Una condicion necesaria y suficiente para que F tenga variacion de
Gateaur en xg € U es que la siguiente representacion se dé para cada h € X
para el cual x +h € U:

F(zo+ h) = F(w0) = H (z0; h) + R (z0; h) (3.1)
donde la aplicacion h — H (xo; h) es homogénea de grado uno y
lim Z@0H) _
t—0 t

Tal representacion es unica y
VF (370; h) =H (1‘0; h) .
Demostracion.

1. a) Unicidad: Supongamos que para F, existen H, Ry H', R, que
satisfacen la representacion, es decir:
F(xzo+h)—F(xg) = H(xo;h)+ R(xo;h),
F(zo+h) = F(x) = H (zo;h) + R (z0;h);

luego, para t # 0,

H(wo;h) — H' (v0;h) = h’m% [H (@03 h) — H' (2o; 1)]

t—0

!
= hH(l) i [H(wo;th) — H' (z0;th)]

t—

1
= lim n [R(zo;th) — R' (wo; th)]

t—0

2’ 1 . 3 1 / . _
= %g% ZR(JUth) - %gr(l] 2R (xo;th) = 0.
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Por lo anterior se tiene tanto H (xo; h) = H' (x¢; h) como R(xg; h) =

R (zo; h).
b) Si F (zo+ h) — F (x9) = H (x0; h) + R (x0; h), entonces
F
dF (o+h) — lm 7 {F (zo + Th) — F (z0)}
dr =0 T—0

= llil% 77 {H (x0;7h) + R (z0;7h)}
= lim TVH (x0;7h) + lim R (x0; Th)
= lim TV H (203 1)
= lim H (z0;h) = H (z0;h) -

Por consiguiente, V' F (xg; h) = H (xo,h) .

2. Si F tiene variacién de Gateaux, entonces la representacién (3.1) se da.

Si la variacién de Gateaux existe, entonces
7 UF (204 7k) — F (20)} = VF (20, k) + € (z0; TE)

con k un elemento en el espacio y € (xg; 7k) — 0, cuando 7 — 0. Haciendo
7k = h, entonces,

h
P G ) = F )} =V (20, e i)
como V F (xo; h) es homogénea, se tiene

Y F(zo+h) - F(z0)} = VF <x0;i> +e(xosh);
T HF (zo4+h) — F(z0)} = 7 Y {VF (x0;h)+ 7e(z0;h)};
F(xo+h)—F(x9) = VF (xo;h)+ 1e(z0;h).

Luego H (zo;h) = VF(zo;h) y R(xo;h) = T1e(zo;h), vy ademds
R (xo;Th)

T

— 0 cuando 7 — 0. O

La existencia de V F (z¢; h) implica la continuidad direccional de F' en xg, es
decir,

|F (zo + th) — F (z0)|| = 0, cuando ¢t — 0
para h fijo, pero no implica que F' sea continua en xg.

Se apunta también que el operador h — V' F' (x¢; h) no es necesariamente lineal
o continuo en h.
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Proposicién 3.2 (Valor medio de la G—diferencial). [11] Sean X e Y
espacios lineales normados, xo y xo +h € X. Sea S un segmento de recta,
dirigido, que tiene por extremos xg y xo + h. Sea F' : S — Y wuna funcion
continua tal que para todo t € (0,1), VF (zo + th, h) existe. Entonces

|EF (zo + h) — F (z0)|| < sup ||[VF (zo+th,h)]| .
0<t<1

Demostracion.
Sea A € (0,1). La aplicacién ® : [\, 1] — Y, dada por ®(¢t) = F(xo + th), es
continua y para todo tg € [\, 1] se tiene

F (330 + th) —F (330 + toh)

+ N ,
o’ (to ) = thrﬁ —
—lo
—  lm F (.CUQ + toh + 8h) —F (330 + toh)
B e—0t e

= VF(xg+toh,h).
Por lo tanto, debemos mostrar que

[®(1) =@\ <M(1—-X), donde M= sup Hqﬂ(tg)H.
A<tp<1

Sea
X=A{te[\1] : [|[2(1) —PN)|| < (M +¢€)(s— ), para todo s € [\, t]}.

Es obvio que X es de la forma [\, o] para algin « € [\, 1]. Probemos que
a = 1. Si a < 1, entonces existe § > 0 tal que o+ < 1, y para todo k,
0 < k < §; entonces

P(a+k)=(a)+P(aNk+pk)k,
donde ||p (k)|| < e. Por tanto, como o € X,

VE,0<k <= [@latk) -2 < [[®(a+k)—2(@)]+]®(@) -2
< MAe)k+(M+e)(a—N)

(M+e)((a+k)—N);

luego
Vk, 0 < k < 9, entonces a + k € X,
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lo cual es absurdo. En consecuencia, se tiene que o = 1, con lo cual hemos
demostrado que para todo A € (0, 1)

IF (2o + h) — F (zo + AR)|| < sup |V F (o + th,h)||,
A<t<1

luego

1F (wo +h) = F (zo)| = Mm [[F (w0 +h) — F (w0 + Ah)|| <

< lim sup [|[VF (xo+th,h)|| <
A—0F \<t<1

< sup |[VF(wo+thh)| O
o<t<1

Definicién 3.2. [11] Si VF (zg;e) es lineal y acotada en h, se denomina

diferencial de Gateauz de F' en xo con incremento h, y se denota DF (g, h).

Paul Lévy postulé la linealidad de la variaciéon de Gateaux en su libro Le¢ons
d’analyse fonctionelle (1922), asi que tal vez DF (xg,h) podria llamarse la
diferencial de Gateaux—Lévy.

Se puede apuntar que si V F (xg; h) es aditiva, entonces V F (xg; h) es direccio-
nalmente continua en h, es decir,

]fH(l) VF (xo;h+ 7k) = VF (z0;h) .

Si h’n%] 77| R (wo; 7h)|| = 0 se da uniformemente sobre cada conjunto acotado,
T—>

entonces, por el teorema 3.1, F' posee una diferencial de Gateaux V F (g, h)
en . Asi, para cualquier £ > 0, existe § > 0, tal que

HTfl [F (xg +Th) — F (x9)] = VF (a:o,h)H <e, si|r] <é.

Esto es,
F (zo+7h) — F (9) = VF (xo;7h) + R (z0,7h),

donde, para || < ¢,
[ R(x0; Th)]|
IThl]

Sea k = Th; entonces se tiene F (xo+ k) — F (x9) = VF (x0; k) + R (x0, k),

donde R L
IR (o, B

=0.
k=0 |||
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Por tanto, VF(xo; k) = DF(xo.k).
Asi, si F es diferenciable segin Fréchet en xg, entonces F’ es diferenciable segtiin
Gateaux (y en consecuencia tiene variacién de Gateaux) en . Ademas,

dF (xg;h) = VF (xo; h) = DF (x0; h) .

Note que si F'y G son diferenciables segin Gateaux en xg, entonces si 1" =
aF + BG, T también es diferenciable segiin Gateaux en zg, para cualesquiera
a, 3 reales, pero la regla de la cadena para funciones G—diferenciables no se
cumple. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3.1. Sean f : R — R? definida mediante f (t) = (t,tQ) yg:R>—
T SIY==

2
R definida por g (x,y) = { 0 siya? }; entonces (go f)(x) =z, f es
diferenciable en 0, g tiene una variacion de Gdteauzr en (0,0) que es igual a
cero, pero (go f) (0) = 1.

Teorema 3.2. [12] Suponga que la G—variacion del operador F eziste en
alguna vecindad del punto xo y que VF (x;h) es continua en z en el punto .
Ademds, se supone que VF (xg;h) es continua en h = ®. Entonces

VF (l‘[), h) =DF (:Eo, h) .
Demostracion.

1. De la continuidad de V' F' (x¢, h) en el punto h = © se sigue la existencia
de m >0y M > 0 tales que ||h|| < m implica ||V F (xo,h)|| < M. En
razon a la homogenidad en h del operador V' F' (z, h), se sigue que, para
un h arbitrario,

VF CC[),]'L = H‘/F xQ, - < h :

es decir, V' F' (xg, h) es un operador acotado, y por lo tanto es un operador
continuo.

2. Ahora comprobaremos la linealidad en h de V' F' (9, h). Sean hy y hy ele-
mentos con norma unitaria, arbitrarios en X y £ un ntimero real positivo
arbitrario. De la definicion de diferencial de Gateaux se tiene que

VF (2o, hn) :% (F (0 + thi) — F (20)} + 1 ,

V F (2o, ha) :% {F (20 + ths) — F (20)} + s

79
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1
V F(xo,h1 + ho) :E {F (xo + th1 + the) — F (x0)} + 3.

Puesto que [|o;|| < 1e,i=1,2,3, se sigue que

HVF(:UQ, hy + hg) — VF(:L‘(), hl) — VF(x(), hg)” <

1
< m”F(l‘o—i—thl—I-thg)—Fﬂ?o—i—thQ—Fx0+th1+F(x0)||+
n 3

—&

4

(3.2)
Aplicando la férmula de Lagrange [17],

F(x+h)—F(x)=VF(x+7h,h), 0<7T<

pero
F (xo +thy + thg) - F (.1‘0 + thg) = VF (.CL‘() + tho + T1h1, hl) ,
F(.%’(] —I—thl) — F($0) = VF (.r() + Tghl,hl) .
luego

|[VF (20, ha + h2) = VF (20, h1) — VF (zo, ha)|| <
< |t| HVF (l‘o + the + Tlhl,hl) —VF (l‘g + mh1, hl)” .

Dado que VF (z,h) es continua en x en el punto xy, para una posible
eleccién de § se obtiene

[V E (0 + the + 7hy, hn) — VF (0 + maha, hy)|| < ie; (3.3)
juntando (3.2) y (3.3) obtenemos la desigualdad deseada:
IV E (z0, h1 + h2) — VF (20, h1) — VF (20, ha)|| < &;
dado que € es un real positivo arbitrario, se tiene entonces la aditividad:
VF (zg,h1 + ha) = VF(xo,h1) + VF (x0, h2) .

Como el operador VF(xg,h) es homogéneo, acotado y aditivo, es un
operador lineal, con lo cual queda demostrado el teorema. O
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Teorema 3.3. [12] Una condicién necesaria y suficiente para que VF (xq;h)
sea lineal y continua en h es que satisfaga las siguientes condiciones:

1. A cada h corresponde un 4 (h) tal que
t| <0 implica  ||F (2o +th) — F (x0)|| < M |[th]],
donde M no depende de h.
2. Afhl’tth(acg) = o(t), donde

A%ljth(xo) =F (l’o + hy + hg) - F (x() + hl) - F (:L’o + hQ) + F (l’o) .
Demostracion.

1. VF (xo; h) es lineal. Utilizando la condicién 2 se tiene que si o (t) = g (¢),

entonces,
t A2 Fl(x
lim g(t) =0, luego Ilim “thathaT W (z0) =0;
t—0 t t—0 t
0 = lfmo Afhl,w?F (%0)
— lim F (.CE(] + thl + thg) - F (I‘o =+ thl) - F (ZEO + thg) + F (l‘o)
o t—0 t
~ F (zog +t(hy + ha)) — F (x0) ~ lm F (z¢ 4+ thy) — F (x0) -
t—0 t t—0 t
lim F (zog+thy) — F (Jfo)
t—0 t
De aqui,
F h9)) — F F hi) — F
lim (o +t(h J; 2)) = F(xo) _ lim (zo +¢ ;) (o) |

F tho) — F
+ lim (w0 + ;) ($0)7

Vv (l‘o; hy + hg) = VF(J?(); hl) +VF (xo; h2) R

y como ya se tiene que V' F (xg; h) es homogénea de grado uno, se tiene
la linealidad de la variacién de Gateaux.



82

Soria PINZON Y MARLIO PAREDES
2. VF (xo;e) es continua en h. Se tiene que |t| < ¢ implica

[E" (o + th) — F' (wo)|| < M [[th]].

Luego

HF(%H? — F (o)

]szwuh\u

|\VF (xo;h)|| < M||h|| sih=hy—7k, donderT — O0;

entonces,

\VF (zo;ho — Tk)|| < M ||ho — TK||,
|V F (xo;ho) — VF (xo;7k)|]| < M ||ho — TEK].
Sid= £ nton
= -7 eutonces
IV F (20; ho) — VF (z0: 7k)|| < M% .

Luego,
|V F (xo;ho) — VF (xo;7k)|| <e. O

3.2. La derivada Fréchet

Inicialmente presentamos la definicién de diferencial como la formulé Fréchet.
Sin embargo, histéricamente varios matematicos, antes de él, también con-
tribuyeron a su formulaciéon. Antes de finalizar el siglo XIX la nocién de di-
ferencial de una funcién de varias variables no habia sido bien formulada, y
se consideraban solamente derivadas parciales. Stolz(1893), Pierpont(1905) y
Young(1910) definieron la diferencial de una funcién de varias variables como

sigue:

“f es difenciable en (x1,x2,...,xy) si A; = D existe en (x1,xa, ...
1

f (ZL‘l + hl,l‘z + hg, vy Ty hn) — f (l‘l, T, ..., ZEn) = ZAJL% + Z&hl ,
i=1 =1

donde €1 — 0 cuando méax (|h1], |hal, ..., |hn|) = 0,i=1,2,...,n.”
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Como un paso para liberar esta definicién del conjunto de coordenadas, Fré-
n

chet, quien fue alumno de Hadamard, reemplazé > €;h; en la anterior repre-
i=1

sentacién mediante €D, donde D es la “distancia” entre (z1 + hy, z2 + ho, ...,

Tp + hp) vy (21,...,2,). Por ¢ distancia” Fréchet utilizé D = max (|h1], |he|

yeees |Bn]) 5 0,

D:\/h%+h§+...+h%.

En 1911 Fréchet escribié:

“El funcional Uy tiene una diferencial en el punto Ag, si existe un funcional
Vaa que es lineal en AA y difiere del incremento del funcional Ua en Ag, en
una cantidad que es infinitamente pequeria en comparacion con la distancia
entre los argumentos Ag y Ag + AA”.

Fréchet obviamente tenia en mente la distancia inducida por una norma. Pos-
teriormente, en 1925, Fréchet presenta en [8] una definicién més precisa de
diferencial, la cual coincide con la ya dada.

Definicién 3.3. [14] Sean f : R" — R™ y a € R™. Se dice que f es dife-
renciable segin Fréchet (F—diferenciable) en, a si existe una transformacion
lineal A: R™ — R™ tal que,

o @) = f @ =Xz~ a)]

a—a [ = all

= 0.

La definicién de diferencial de Fréchet para una funcién f de X en Y, con X e
Y espacios normados, estd dada en términos de la norma de X y Y. Sin embar-
go, es evidente que la diferenciabilidad es invariante bajo normas equivalentes,
asi que si f es F—diferenciable en xg cuando los espacios lineales estan norma-
dos por ||e||y ¥ ||e||y, respectivamente, entonces f es también F'-diferenciable

en zo cuando los espacios X e Y estan normados por ||oHIX y Ho||lY , las cuales
son equivalentes a |||y y ||®|ly, ¥ las dos diferenciales son iguales. En el caso
de espacios de dimension finita todas las normas son equivalentes, asi que la
diferencial de un operador es independiente de la norma utilizada. Normas
equivalentes inducen la misma topologia, asi que la diferenciabilidad depende
solamente de la topologia de X e Y en espacios finito dimensionales.

Otra nocién de diferencial que no es muy tenida en cuenta aparece en el tltimo
libro de texto de Constantin Carathéodory (1873-1950) Theory of functions
of a complex Variable [6], publicado en 1954.
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3.3. La derivada de Carathéodory

Definicién 3.4. [2] Sea f una funcion real definida en un intervalo abierto
U, ya un punto en U. f es diferenciable en a, en el sentido de Carathéodory,
si existe una funcion ¢y(x,a), continua en a, que satisface la relacion

f(x) = fla) = ¢p(x,a)(x —a), para todo x € U.

El niimero ¢¢(a,a) es la derivada de carathéodory de f en a.

Dos consecuencias inmediatas de esta formulacion son:

— Si f es diferenciable en a, entonces f es continua en a.

— Si f es diferenciable en a, existe al menos una funcién ¢ que satisface la
definicién; ademads, si f’(a) existe,

f'(a) = ¢(a).

En [2], aparece la extension que hacen los autores de la definicién de derivada
de Carathéodory a funciones vectoriales.

Teorema 3.4. Si ¢ y ¢ son dos funciones que satisfacen las condiciones dadas
en la anterior definicion para f en a, entonces,

Demostracion .
Suponemos que ¢ y ¢ son dos funciones tales que ¢(a) = f'(a) y ¥(a) = f'(a).
Sea n(z) = ¢(z) — ¢(z). Entonces

n(x)(x —a) =0,

y ademas

In(a)(z = a)|| = l[(n(a) = n(z))(x = a)l| < [In(a) = n(2)|llz - all.

Por lo tanto, dado que 7 es continua en a, concluimos que n(a) = 0 por
consiguiente ®(a) = ¥(a). O
Para establecer la generalidad de cada una de estas definiciones, o para esta-
blecer en qué condiciones se puede aplicar una u otra definicién, se han des-
arrollado estudios que han generado teoremas donde se estipulan condiciones
para la equivalencia de estas definiciones.
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La nocién dada por Carathédory, como lo muestran Acosta y Delgado, puede
facilitar la demostracién de algunas proposiciones que, con la nocién dada por
Fréchet, resultan extensas y engorrosas. A continuacion presentamos algunas
de las proposiciones demostradas por ellos.

Teorema 3.5. [2] Si f,g: R" — R™ son diferenciables en a € R™, entonces
af 4+ Bg,a, B € R, es también diferenciable en a y

D (af +Bg) (a) = aDf (a) + 8Dg (a).

Demostracion.

Sean f;g: R™ — R™ funciones diferenciables en a € R" y «, 3 € R, entonces
existen ¢ y 1, respectivamente, que satisfacen para f y ¢ la condiciéon de
diferenciabilidad segin Carathéodory, y por lo tanto

(af +8g) (z) = (af + Bg) (a) = a(f(x)—[f(a)+B(g(x)—g(a))
= a¢(z)(x—a)+ 0 () (z—a)

= |ag(z) + B¢ (2)] (z —a);

D(af +8g)(a) = a¢(a)+py(a)

= aDf(a)+pDf(a). O

Teorema 3.6. [2] Si f es diferenciable en a y g es diferenciable en f(a),
entonces g o f es diferenciable en a y

D(go f)(a) =Dg(f(a))Df(a) .
Demostracion.
Sea f: R™ — R™ diferenciable en a € R", y sea g : R™ — R" diferenciable en
f (a) € R™. Entonces
g(f @) —g(fla)) = ¢(f(2))(f(x)—f(a))
= ¢(f(2)o(x)(r—a),
donde ¢ es la funcién derivada para f en a y ¥ es una funciéon derivada para

g en f(a). Dado que v es continua en f (a) y ¢ es continua en a, tenemos que
g o f es diferenciable en a. Mas aun,

D(go f)(a) =9 (f(a)) ¢ (a) = Dg(f(a)) Df (a) . O
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Teorema 3.7. [2] Sea f una funcion de valor real definida sobre un conjunto
abierto U C R™. Si f es diferenciable en xy € U y f (x¢) es un valor extremo,
entonces Df (z9) = 0.

Demostracion.

Supongamos que xg € U y es tal que f (xg) < f (x)para todo x € U, y que f
es diferenciable en xg; entonces existe una funcién continua ¢ en xq tal que

0< f(z)— f(x0) =0 (x)(x—mp), para todo x € U. (3.4)

Sea h un punto fijo en R", y £ > 0 tan pequenio que cumple que (xg+th) € U,
para todo t € (—e,¢). Por (3.4) se tiene

0 < f(zo+th)— f(zo) =¢(xo+th)(xo+th—1x0);

0 < ¢(xo+th)(th),para todot € (—¢,¢).

0 < ¢(xo+th)h, para t < 0,

0 > ¢(xo+th)h, para t < 0;

dado que ¢ es continua en xg, se tiene que ¢(xg) h = 0, pero h es cualquier
valor arbitrario; entonces ¢ (xg) = 0, es decir D f (z9) =0. O

Como nuestro trabajo va orientado hacia establecer bajo qué condiciones se
da la equivalencia de las definiciones de diferencial dadas por Carathéodory,
Gateaux y Fréchet, dedicaremos un apartado especial para estudiar algunas
de las proposiciones que establecen relaciones entre ellas.

3.4. F—diferenciabilidad versus G—diferenciabilidad

Teorema 3.8. [12] El operador F es F-diferenciable en x¢ si y sdlo si la
representacion 3.1 se da, donde R (xg,h) es continuo y lineal en h y

HH(I) 7R (zo; Th)|| =0 (3.5)
T
uniformemente con respecto a h sobre el conjunto ||h|| =constante.

Demostracion.



LA DERIVADA DE CARATHEODORY EN R2

Sin perder la generalidad se puede mostrar que para ||h|| = 1, si F es F—
diferenciable en xg, entonces

T LACHIO]

h—0  |All
Sea h = 7k, donde || k|| = 1; se tiene que ll'n%T*1 | R (x0; 7k)|| = 0 uniforme-
mente sobre || k|| = 1. O

Teorema 3.9. [11] Sean X eY espacios normados, U un subconjunto abierto
de X, F: X —Y. SiF tiene diferencial de Gateaux F' (), la cual es continua
en x en xg, es decir, si la aplicacion F' : U — £(X,Y) es continua en xo,
entonces F es diferenciable segin Fréchet en xy.

Demostracion.

Por el teorema fundamental del calculo se tiene:

1
F(zo+h)—F(x9) = / VF (zo+th; h)dt
0
1
= VF (xo;h) —I—/ {VF (xg+th;h) — VF (xo; h)}dt,
0

para todo h € X con zg + h € U. Pero

1

1 1
W /0 {VF(x0+th;h)—VF(xo;h)}dtH S/O HF,(xo—i—th)—F/ (on)Hdt,

y la parte derecha de la anterior desigualdad tiende a cero, cuando h tiende a
cero. O

Teorema 3.10. [11] Sea F : U — Y que posee una diferencial de Gateaur en
xo, y suponga que VF (x;h) existe en una vecindad de xg. Si

lm [V (zo + th; h) = VF (zo; h)|| = 0,

uniformemente con respecto a h € X sobre {h: ||h|| = 1}, entonces F' es dife-
renciable segun Fréchet en xg.

3.5. F—diferenciabilidad versus C—diferenciabilidad

Teorema 3.11. [2] Cualquier funcion diferenciable segin Fréchet (F—diferen-
ciable) es diferenciable segin Carathéodory (C—diferenciable), y viceversa.
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Demostracion.

1. Si f es C—diferenciable entonces f es F—diferenciable. Se supone la exis-
tencia de ¢, luego si ||z — al| < 0,

If (@) = fla)=¢(a)(x—a)l _ |l[¢(x)—¢(a)](z—a)
l = all |l = all
< le(@) —o(a)l <e,

dado que ¢ es continua en a. Por lo tanto f es F—diferenciable.

2. Si f es F—diferenciable, entonces f es C—diferenciable. Se asume que
existe A y definimos ¢: R® — M, «,, como

U@ - f@) - Me g s -l +A sta

¢(x) =
A

) r=a

donde (u ®@v)ew = (uev)u.

Se puede ver inmediatamente de la definicién de ¢ que

f(@) = f(a) = o(x)(z — a).

Tenemos que probar la continuidad de ¢ en a. Pero

1f(x) = fla) = Az — a)|

[ = all

[¢(x) — ¢(a)|| < <e, sillz—al <0
dado que f satisface la definicién de ser F—diferenciable, se tiene la
demostracion. O

4. La diferencial en R?

Como ya se vio en la anterior seccion, la condicién esencial para que la deriva-
da de Gateaux y la derivada de Fréchet sean equivalentes es que la derivada de
Gateaux sea continua en el punto sobre el cual se esté hallando la diferencial; y
como la continuidad en espacios topoldgicos se define con base en los abiertos,
es importante saber con qué topologia se estd trabajando. Es claro que bajo
cualquier topologia equivalente a la usual el resultado que queremos estudiar
no se cumple. Una topologia que suponiamos que permitiria establecer la equi-
valencia en R? de las diferenciales ya mencionadas es la topologia radial o la
topologia de los conjuntos radialmente abiertos.
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4.1. Topologia radial

Definicién 4.1. Un subconjunto B de R? se denomina radialmente abierto si
para cada punto x € B y para cada direccion o existe un segmento abierto s
en la direccion o tal que x € s C B.

Las siguientes proposiciones sobre la topologia radial estan propuestas como
ejercios de aplicacién sobre algunos temas de espacios topoldgicos en el libro
de Willard [18].

Proposicién 4.1. [18] La coleccion de conjuntos radialmente abiertos es una
topologia para R?.

Demostracion.

» () y R? cumplen en forma obvia la definicién de ser radialmente abiertos.

= Sea {A;},; una familia de conjuntos radialmente abiertos en R?; luego,
six € |J A; y o es una direccion, entonces, existe k € I y un segmento
el
abierto s en la direccién o tal que x € s C A C | 4;, ya que Ag
el
es radialmente abierto; por lo tanto, |J A; es un conjunto radialmente
i€l
abierto.

» Sean Ay, Ay, Az, ..., A,, conjuntos radialmente abiertos de R?; luego si
x € AiNAsN...NA, vy o es una direccién, entonces para todo k, con k =
1, ..., n, se tiene que existe un segmento abierto si en la direccién o tal que
x € s, C Ag; por tanto, x € s = s1NsaN...Ns, C A1NAsN...NA,, ya que
s es un segmento abierto en la direccién o. Por lo anterior, A1NAsN...NA,
es un conjunto radialmente abierto. O

Nota 1. A partir de ahora a R? con la topologia radial lo llamaremos plano
radial.

Proposicién 4.2. [18] La topologia radial es mds fina que la topologia usual
en R2.

Demostracion.

Sea 71 la topologfa usual de R? y 7 la topologia de los conjuntos radialmente
abiertos; se debe mostrar que 7 C T».

Sea U} un abierto en 7y, entonces, para cada z € Uy, 30 > 0 tal que G5 (x) C Uy,
y por tanto para cada direccion o existe un segmento abierto s de longitud
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menor que 20 que contiene a T,y comozxr e s C UU ﬁ(; (%) - Ul, entonces
xeUy

Ui € m.
Para mostrar la contenencia estricta daremos a continuacién un ejemplo de
conjunto radialmente abierto que no es abierto en la topologia usual.

Ejemplo 4.1. Sea C = {(z,y) e R*:2?+y?>=1}. Si tomamos 3 =
{R? —C}U{(1,0)}, se puede verificar facilmente que 3 es un conjunto radial-
mente abierto, pero no es un abierto de la topologia usual. B no es un abierto
de la topologia usual, puesto que para el punto (1,0) no se puede encontrar
una vecindad de €l que esté totalmente contenida en (3.

Por lo anterior queda demostrado que 7 C 79. En general, si C' es cualquier
curva suave en R? y se toman uno o més puntos p; de la curva en los cuales
exista la derivada, se tiene que 3 = R? — {C}U{p1,p2, ..., pn} generado de esta
manera es un conjunto radialmente abierto. [J

Proposicién 4.3. [18] La topologia relativa inducida sobre una recta como un
subespacio del plano radial es su topologia usual.

Demostracion.

Sea [ una recta en R? cuya direccién es o, y U un abierto del plano radial;
en este caso, para todo x € U se tiene que existe un segmento abierto s, en
la direccién o, luego INU = s, para cada x € U; entonces los abiertos de
la topologia inducida son los s, generando la topologia usual sobre la recta
. O

Proposicién 4.4. [18] La topologia relativa sobre cualquier circunferencia en
el plano como subespacio del plano radial es la topologia discreta.

Demostracion.

Sea

C = {(z,vy) eER?: (z—h)?*+ (y—k)> =% h,k, € R? yreR};
si (a,b) € C, como ya vimos, y si 3 = {R2 - C} U{(a,b)}, se tiene que 3 es
radialmente abierto, por lo tanto SN C = (a,b), luego se tiene que los puntos

en C son abiertos, o sea que la topologia relativa sobre C es la topologia
discreta. O

Proposicién 4.5. [18] El plano radial no es normal.
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Demostracion.

Sean C7,C3 dos curvas en el plano tales que C; N Cy = {(a,b),(c,d)}, ¥
de tal forma que en (a,b),(c,d) ambas curvas son diferenciables. Entonces
C1—{(a,b),(c,d)} y Ca—{(a,b), (c,d)} son dos cerrados en la topologia radial,
y ademas disyuntos.

Es claro que cualquier abierto que contenga a C1 — {(a,b), (¢,d)} debe por lo
menos contener un punto de Co — {(a,b), (¢,d)}. Luego el plano radial no es
normal. O

Graficamente:

Cy

Cy

Figura 3.1

A continuacién atacaremos el problema planteado dentro de nuestro trabajo,
para encontrar un tipo de abiertos que garanticen la continuidad de la derivada
de Gateaux en el punto.

Como ya se dijo, el hecho de que las definiciones de Fréchet y Carathéodory
sean equivalentes garantiza el resultado que damos a continuacién; lo presen-
tamos para lograr una caracterizaciéon de la derivada de Gateaux en funcién
de la derivada de Carathéodory.

Proposicién 4.6. Si f: R?2 — R es C-diferenciable, entonces f es G-dife-
renciable.

Demostracion.
Si f es C—diferenciable, se tiene la existencia de ¢ continua en a y tal que
dado € > 0, existe una vecindad V de a que satisface

6 () — ¢ (a)] < HETH sizeV.
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Sea o la direccion de h; entonces existe un segmento abierto s en la direccién
o tal que a € s C V; sea ademds A > 0 tal que (a + th) € s, para todo
t € (=, A). Entonces

6 (a+ th) — ¢ (a)| < W si |t < A,

y por consiguiente,

{¢(a+1th) = (a)} b <o (a+th) — ¢ (a)l |A]] <e.

De aqui se tiene
}ir% ¢ (a+th)(h) = ¢ (a)h.

Por otra parte, hay que garantizar la existencia de

o Flasth) — £ (a)
t

t—0

y mostrar su linealidad en A :

flatth)—f(a) = ¢(a+th)(th);
fla+th)— f(a)

" = ¢(a+th)h;
yir(l)f(a”?_f(“) = limd(a+th)h=o(a)h.

Con lo anterior se garantiza la existencia. La linealidad del limite se tiene por
la forma de H(x,h) = ¢(z)h. O

Para que funcione la reciproca debemos encontrar la topologia conveniente.
Si f es G—diferenciable, se tiene que

H o) =t L0 01 (0)

existe y es lineal en h.

Definamos ¢ : R> — R de la siguiente manera:

H1H2{(f(x)—f(a)—H(a,x—a))@—av')}+H(“»')v sie 7 a,
oa)=q 71

H(a,e), siz = a.
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Asf se tiene

¢ () (x—a) = %{(f(fﬂ)—f(a)—H(a»w—a))<$—a,:v—a>}+

[ — all
+H(a,xz —a)

= f(z)=f(a).

A continuacién se debe demostrar que ¢ es continua en a, y es en este pun-
to donde empiezan a intervenir mas claramente los aspectos topolégicos del
espacio.

Aqui hay que ver que

{(f(x) = f(a)— H(a,x —a)){r—a,xr—a)} =0.

im —
==a ||z — af|?
Dado € > 0, debe tenerse

L {(f@) - f (@)= H (a2 — a))(z — a,z — a)}

72 =
[ — all ’
1

- [ (V@ —r@-r e —a) e -ar)|

= [[f (@) = f(a) = H(a,z —a)|| <&,
para todo x en una vecindad V' de a de la topologia que estamos buscando, y
nuestro propdsito es encontrarla.

Segtin [11], se tiene que dado e > 0y h € R% ||h| = 1, existe \;, > 0 tal que
si z =a+ th,

|f (a+th) — f(a) — H (a,th)|
t

<e§g, si |t] < Ap.

SeaV = |J Ip,donde Iy, = (a — Aph,a + A\ph). Por lo tanto, siz € V, x € I,
hesSt
para algin h € S' y 2 = a + th con [t| < \j,, entonces

[f (x) = f(a) = H(a,x —a)| _ [f(a+tth)— [(a) = H (a,th)|

|l = all - i

<eE.

Hemos encontrado una vecindad V' que permite la continuidad de ¢ (x) en
T = a. Sin embargo, V' no es necesariamente radial, como lo ilustra el siguiente
ejemplo de la figura adjunta:
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Figura 3.2

El anterior conjunto es la unién de conjuntos que hemos llamado Iy, pero se
puede ver claramente que no es radialmente abierto.

Si llamamos G; a los abiertos en la topologia usual que contienen el punto a y
realizamos intersecciones entre estos, llamaremos

_JVing
donde V,(7) y V4(j) son abiertos creados como la unién de los Ij,. Algunos de
estos V,, son, graficamente:

Figura 3.3

Ahora bien si B = {3; U, UV,}, entonces B es claramente una base para una
topologia de R?, y la llamaremos G,-topologia.

El problema de garantizar la F—diferenciabilidad es garantizar la continuidad
en el punto; por lo tanto, si una funcién es discontinua en R? con la topologia
usual, es claro que si se toma R? con la topologfa usual en todos los puntos
donde no exista discontinuidad y se toman las vecindades I, en el punto de
discontinuidad, se puede garantizar la existencia de la F—diferencial.

Teorema 4.1. En R? con la G,topologia la diferencial de Gateaux es equi-
valente a la diferencial de Carathéodory.
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5. Ejemplos

Ejemplo 5.1. Sea

% st y >0, x <0,
f(zy) = \/%, St y <0, x>0,
x en cualquier otro caso.

Dado € >0, f~Y(—¢,¢) estd dada por

1
—a? stz <0
—J t?
y =
——z? siz>0
$2
Grdficamente f~! se puede ver como
y =z’
—€ €
y=—pa’
Figura 3.4

que es una vecindad de (0,0) en la G o) ~topologia. f es continua en (0,0)
con la G g g)—topologia. Es claro que f no es continua en (0,0) con la topologia
usual, ni con la topologia radial.
Si
TSy s y >0, <0,
F(z,y) =% ay/—y si y <0, x>0,
Ty en otro caso.
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F es G—diferenciable en (0,0), ya que F (z,y) = (0, f (z,v)) (z,y); y si llama-
mos ¢ (z,y) = (0, f (z,9)), ¢ es G(g,0)—continua en (0,0).

Sin embargo, F también es usualmente diferenciable en (0,0), ya que F (x,y)

=1 (z,y) (v,y), donde

(vy,0)  si  y>0, z <0,
V(ry)={ V=500 s« y<0, >0,
(

Y
,0) en otro caso.

Y (z,y) es continua en (0,0) con la topologia usual.

Ejemplo 5.2.

1132 N

= St y > 0, <0,
F(x,y) = % St y < 0, x>0,

x? en otro caso.

F es Ggp) ~diferenciable, ya que F (z,y) = (f (z,9),0) (z,y) y ¢ (z,y) es
continua en (0,0)con la G—topologia (f del ejemplo 5,1)
Ejemplo 5.3.

0 st 2,

T St Yy =2z,

[ es G(o,0)~diferenciable en (0,0), f es radialmente diferenciable;

s ={ 0 vrns

entonces f (z,y) = ¢ (v,y) (z,y), ¢ (z,y)es G(g)—continua en (0,0) y también
es radialmente continua en (0,0).

Mientras que calculando obtenemos

1 (9)] i 2l __ la] L,

Iyl @yl Va?+at |z Vita2 V142
cuando (z,y) — (0,0).

Por lo tanto f no es Fréchet diferenciable.

Ejemplo 5.4. Sea

2
f (37721) = waj/_ y4 81 (I‘,y) 7£ (0,0) R
0 si (z,y) = (0,0);
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Entonces f es continua en (0,0) con la G (0,0)—topologia en R2. Veamos: dado
e >0, sean

I, = {(m,y)/ y:mx,\xl<#},
IOO = {(:r,y)/ iL':O},
Iy = {(z,y)/ y=0}.

€

Entonces, si (z,y) € U I, y = jz, |z| < =, se tiene que
jel0,00] J
2.3 2
_ J°z _ Jz 2
’f(x7y)‘ - $2+j4ﬂf4 - ’1_’_]43:2 <] |x’ <e€.
Luego, f (z,y) es continua en (0,0).
Si
2,2 3
YT + Yy
g@y) =4 2 (z,y) # (0,0) ,
0 si (z,y) =(0,0),
entonces

g(fv,y)=< W )(%y)-

1»2 + y47 1»2 + y4
Por tanto, si

ZL’yQ $y2

¢ (x,y) = (l‘2+y4’m2+y4> st (z,9) # (0,0)
(070) si (Jf,y) — (070) 7

¢ es G (o) continua en (0,0), luego g es G—diferenciable en (0,0) y ¢(0,0) =
Df(0,0) = (0,0).

Para finalizar, apuntamos que uno de los objetivos, como era el mostrar una
definicion que facilitara el manejo en el aula de la nocién de derivada, se pierde
en el momento en que se debe utilizar una topologia diferente a la usual, y
que para estudiantes que apenas ingresan a la universidad se convertiria en
un obsticulo mayor que la nocién de derivada en si. Este tipo de tema lo
recomendamos para utilizarlo como un ejemplo en un curso de topologia o
analisis matematico.
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