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Resumen. En este articulo se presenta una férmula para evaluar funciones
matriciales f : A C C2*2 — C?*2, en términos de dos funciones escalares
que sblo dependen de la traza y el determinante de X € C?*2. Se explota el
conocimiento de las derivadas de Fréchet de las funciones traza y determinante
para determinar la derivada de Fréchet de f(-). Como resultado central, se da
la forma canénica de Jordan de la derivada de Fréchet D f(X) : C?*2 — C2*2.
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Jordan form of the Fréchet derivative of matrix
functions

Abstract. In this paper we present a formula to evaluate matrix functions
f: AcC C?*2 - C?*2 in terms of two scalar functions that only depend on
the trace and the determinant of X € C2*2. The knowledge of the Fréchet
derivatives of the trace and determinant functions is used to determine the
Fréchet derivative of f(-). As a central result, Jordan’s canonical form of the
Fréchet derivative D f(X) : C?*? — C?*? is given.

Keywords: Matrix function, Jordan canonical form, Fréchet derivative.

1. Introduccién

La norma de la derivada de Fréchet de una funcién matricial f : A C C**"™ — C**"
aparece explicitamente en una expresion que da el nimero de condicién relativo de f en
X . De manera precisa (ver la Seccion 3.1 de Higham [4], o la Seccion 3.3 de Higham and
Lijing [6]):
[1Df (OHIXT]
cond(f,X) = )
£ (Xl
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la sensibilidad de f(X) a pequetios cambios en X. Hay trabajos recientes dedicados a la
estimacion de cotas para este niimero de condicién en situaciones particulares; ver por
ejemplo, Cardoso y Sadeghi [1], Deadman y Relton [2] o Kandolf y Relton [8], entre otros.

siendo || - || una norma matricial y || D f(X)|| := méxg-o . Este ntimero mide

Es entonces conveniente disponer de expresiones concretas de la derivada de Fréchet de
tales funciones. En este contexto, el problema de investigacion 3.11 en Higham [4] consiste
en determinar la forma de Jordan de la derivada de Fréchet de funciones matriciales
X = f(X); X € A C C"™", en términos de la de X. Cuando X es diagonalizable, el
Corolario 3.12 en Higham [4] implica que la forma canénica de Jordan de dicha derivada
es también diagonal (esto se demuestra en la Seccion 6 para funciones analiticas). En este
articulo se presenta una féormula para evaluar funciones de matrices 2 x 2, la cual se usa
para determinar su derivada de Fréchet. La principal contribucién de este trabajo consiste
en dar la forma candnica de Jordan de la derivada de Fréchet de funciones matriciales
en el caso n = 2.

El resto del trabajo esta organizado como sigue. En la Seccién 2 se dan dos definiciones
de la matriz f(X); X € C™*". Para matrices 2 x 2 se introducen dos funciones de valor
escalar, que serdn fundamentales para el desarrollo del resto del trabajo. En la Seccién
3 se deduce una expresion para f(X), X € C?*2 (Teorema 3.1); como aplicacion, se
dan condiciones necesarias y suficientes para que f(X)g(Y) = g(Y)f(X), se presentan
fomulas explicitas para calcular las matrices e¥, sen(X), cos(X) y X'/? y, finalmente,
se considera la evaluacion de funciones de algunas matrices particionadas. La Seccion
4 se dedica a la derivada de Fréchet de funciones X — f(X); X € A C C**? y, la
Seccion 5, a dar su forma canoénica de Jordan (Teorema 5.1). Por tltimo, en la Seccion
6, se considera la derivada de Fréchet de funciones matriciales en el caso en que f(+)
es analitica y X € C™*"; se demuestra que si X es diagonalizable, entonces la forma
canonica de Jordan de la derivada de Fréchet es diagonal (Teorema 6.3).

2. Preliminares

Se establecen aqui la terminologia, las definiciones y los resultados bésicos, que se utili-
zaran a lo largo del trabajo.

2.1. Definiciones de f(X)

Hay varias maneras equivalentes de definir f(X), X € C"*™ (ver, por ejemplo, Rinehart
[10], el Capitulo 6 de Horn y Johnson [7], el Capitulo 11 de Golub y Van Loan [3] o el
Capitulo 1 de Higham [4]). En este articulo presentamos dos definiciones; la primera, en
términos de la forma candnica de Jordan y, la segunda, en términos de la integral de
Cauchy.

Supodngase que los distintos valores propios de X € C™*"™ son Ay, Ag, ..., A\x , es decir,
o(X) = {1, A2, ..., A\p} es el espectro de X, que mx (A) = (A= A1) (A=A2)"2..(A=Ag)™*
es su polinomio minimo, y que X tiene forma canoénica de Jordan J = P! X P, donde
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J = diag(Jl, JQ, veey Jp),

Jl:JZ(Al): ‘ h E(lexmlv i:1727"'7p7
. 1
i

y mi + ma + ... + mp = n. Aunque la matriz P no es tnica, la matriz de Jordan J es
Gnica, salvo el orden en que aparecen los bloques en su diagonal.

Supongase ademéas que f(t) es una funciéon con valores escalares, de variable real o com-
pleja t. Con estas notaciones se establecen las siguientes definiciones (ver Higham [4],
Definiciones 1.1 y 1.2, p. 3).

Definicién 2.1. Se dice que f esta definida en el espectro de X, si existen los valores
FON); i=1,20k =121

denominados valores de f en el espectro de X. Aqui, f (j)(-) indica la derivada j-ésima

de f.

Definicion 2.2. Supongase que f esta definida en el espectro de X. Se define f(X) :=
Pdiag(f(J1), f(J2), ..., f(Jp))P~!, donde el bloque diagonal f(.J;) es la matriz C™i*™
dada por

I O I Y A O R e S A CO

0 SO S TP
f(Ji(N\)) =

L0 o0 o . . o)

La matriz f(X) no depende de la forma de Jordan usada (ver Horn y Johnson [7],
Teorema 6.2.9-(b), p. 412). Para funciones multivaluadas como f(t) = t'/2 y f(t) =
log(t), se sobreentiende que solo una rama se escoge en la evaluacion de los bloques
corrrespondientes a un mismo A;; i = 1,2, ...,k (ver el Ejemplo 4 del Apartado 3.5). En
este caso, f(X) se denomina funcién matricial primaria.

La definicién mas corta y elegante de funcion matricial es la que sigue (Definicion 1.11,
p. 8, en Higham [4]).

Definicion 2.3. Sea f(t) una funcion analitica dentro y sobre un contorno cerrrado I'
que encierra a A;; ¢ = 1,2, ..., k. Se define

FX) = /Ff(z)(zI—X)_ldz.

"~ 2mi
Cuando se pueden aplicar, las definiciones anteriores son equivalentes (ver Horn y Johnson
[7], Teorema 6.2.28, p. 427, o Rinehart [10], Teorema 1, p. 405).

Propiedades generales sobre f(X) pueden ser consultadas en Horn y Johnson [7] (Teorema
6.2.9, p. 412), o en Higham [4] (Seccién 1.3). Se resaltan las siguientes, que seran usadas
en la Seccién 3.
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Proposicion 2.4. Suponga que f estd definida en el espectro de X y que QQ es una matriz
invertible. Entonces,

1 fQ7TXQ) = Q7 f(X)Q;
2. i X = diag(X11, X229, ...; Xinm) es diagonal por blogues, entonces

f(X) = diag(f(X11), f(X22), s [(Ximm))-

2.2. Las funciones escalares 1, ¢ : C2*2 — C

En lo que sigue, C2*2 denota el espacio de Banach de las matrices complejas 2 x 2 con
la norma de Frobenius. La traza, el determinante y la matriz adjunta de X € C2*2 se
denotaran por tr(X) , det(X) y adj(X), respectivamente. Cuando existe, la derivada de
Fréchet de una funcién k : C2*2 — C en el punto X € C?*2 es la tinica transformacién
lineal [Dk(X)] : C**2 — C tal que para todo H € C**? se cumple

k(X + H) = k(X) + [DE(X)](H) + o([|H[])-
Considérense ahora las funciones 7, ¢ : C2*? — C definidas por

§(X) = 1P(X) - det(X).

Se sabe que 7 es lineal y que para cada matriz invertible @ se cumplen (X)) = n(Q~1XQ)
v £(X) = £(Q71XQ). De inmediato se verifican las identidades

EX)I = (X —n(X)I)?, (1)
E(tX) = £*¢(X), (2)

donde I es la matriz idéntica y ¢t € C. Notese que los valores propios de X son precisa-

mente 7(X) + /&(X) y n(X) — /&€(X). Aqui, /£(X) indica la raiz cuadrada principal
de £(X).

De otra parte, es bien conocido que las funciones X — tr(X) y X — det(X) son conti-
nuamente diferenciables segiin Fréchet, y que para H € C?*2 se cumplen las igualdades

(Dtr(X)|(H) = te(H),  [Ddet(X)|(H) = tr(Hadj(X)).

De esto se sigue que las funciones X — n(X) y X — &(X) son continuamente diferen-
ciables segtin Fréchet, y que para H € C2*2,

XI(H) = n(H),
=2

[Dn H
X)|(H) = 2n(X)n(H) — tr(Hadj(X)).

(
De( ®)

También, de la ecuacion (1) se obtiene

[DEX)I](H) = [DE(X)|(H)I
X = n(X)I)(H —n(H)I) (4)
= n(H) (X = n(X)I).

—~
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3.  Funciones matriciales para matrices 2 x 2

En esta seccién se muestra que si f(-) estd definida en el espectro de X € C2*2, entonces
f(X) es un polinomio de la forma

fFX) = ap(X)I + B (X)(X —n(X)I).

Esta expresion se usa para establecer algunas propiedades de f(X) y para dar formu-
las explicitas a fin de calcular las matrices e, sen(X), cos(X) y X'/2. Por tltimo, se
muestra la utilidad de esta expresion en la evaluacion de funciones de algunas matrices
particionadas.

De acuerdo con lo establecido en la Seccién 2, los valores propios de una matriz X € C2*2

son A\ = (X)) +/E(X) v A2 = n(X) — /E(X). Sea J = P~LXP la forma canénica de
Jordan de X. Si se describen P por columnas y P! por filas, entonces

T T T
o -1 _ | o T T |V U1 VU2
P = [Ul UQ] N P = |:’UT:| N I = U1U1 + UQ'UQ = |: T T .

b} Vo U1 Uy U2

Utilizando la Definicion 2.2, a continuacion se da una expresion para f(X). Se escribe
n=n(X)y &= E(X).

Caso 1. J = diag(A\1, \2); M1 = n+ V€ # n—VE = )y, ie., £ # 0. En este caso,
X = Mugvl + Aaugvd, f(X) = Pdiag(f(M1), f(A2))P~1, vy se puede escribir

F(X) = fF)urv] + fF(rg)ugvy

_ Q)+ fQe)  fO0) = F(Re) (A £ Xo)

=T 2(1/\1—)\2)2 X7 24

_ S+ VO+ =V, VO — fIn— V)
2

2V¢

Caso 2. J = A = nl; £ = 0. De inmediato se ve que f(X) = f(A\)I = f(n)I.

I+ [X—nf]

Caso 3. J = [3 /1\] = {g 717] 3 € = 0. En este caso, X = nl +uvd y f(X) =

f(n) f’(n) -1 Por tanto
[ g e

FX) = f)I+ f (wvd = Fm)I + f ()(X —nl).

En resumen, se tiene el siguiente teorema.

Teorema 3.1. Si f(-) estd definida en el espectro de X € C**2, entonces

f(X) = a(X)I + BX)(X —n(X)])
= ap (X1 + B (X)(X —n(X)I),

Vol. 36, N° 1, 2018]
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() = 0530 = LG+ VTR + S0X) = VEOT),

F(X)+/EX)) —F(n(X)—/€(X))
X)#0

f(n(X)), &(X)=0.

B(X)=Br(X) =

Cuando sea claro el contexto, se escribe a(X) y 8(X), en lugar de a;(X) y B7(X).

Observacion 3.2. De la Formula (5) se siguen facilmente los siguientes hechos.

1. Si f(X) es invertible, entonces

OO = S —rees [T — A0 — ()],

2. Para cadat € C se verifican las relaciones n(X +tI) = n(X)+ty {(X +tI) = £(X).
Por tanto, si f(-) y f (-) son funciones t-periodicas, entonces f(X + tI) = f(X),

siempre que estas matrices estén definidas. Por ejemplo: sen(X + 27 1) = sen(X),
cos(X +2nl) = cos(X) y eX+2mil = X

3. Como n(—X) = —n(X) y &(—X) = £(X), si para cada ¢ en el dominio de f(-) se
cumple f(—t) = £ f(t), entonces f(X) = £f(X).

4. Sean O un subconjunto abierto de R o C y A el conjunto abierto de las X tales que

X)+E(X) y n(X)—/&(X) estan en O. Si f(-) es continuamente diferenciable

en O, entonces las funciones X — ay(X) y X — Bf(X), X € A, son continuas.

Resulta entonces que la funcion X — f(X) es continua en A (ver también Horn y
Johnson [7], Teorema 6.2.27-(1), p.425).

3.1. Conmutatividad

Sean X,Y € C2x2,

1. Sean f(-) y g(-) funciones tales que f(X) y g(Y) estan definidas. Escribiendo

F(X) = ap(X)I + B (X)(X —n(X)I),
9(Y) = ay(Y)I + B,(Y)(Y = n(Y)I),
se deduce que f(X)g(Y) — g(Y)f(X) = B¢ (X)By(Y)[XY — Y X]. De esto se sigue
que f(X)g(Y) = g(Y)f(X) siy solo si ﬁ,«éX? =0006,Y)=006XY =YX.
X

Notese que cuando S¢(X) = 0 se obtiene f ap(X)I, que es un multiplo de
la matriz identidad. Ahora,

(X) + VE(X)) = f(n(X) = VE(X)), &(X) #0,

’

f(n(X)) =0, {X)=0.

ﬁf(X) =0&

[Revista Integracion, temas de matemdticas
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2. Puesto que n(XY) =n(YX) y £(XY) =&Y X), si f(XY) esta definida, entonces
f(YX) esta definida, y

fIXY) - f(YX) =p8(XY)[XY - YX].

Por tanto f(XY) = f(YX) si y solo si, S(XY) = 0 6 XY = YX. También
(confrontese con el Corolario 1.34, p. 21, de Higham [4]),
Y(XY)=Y[a(XY)] 4+ B(XY)(XY —n(XY)I)]
=Y X)I+YX)(YX —nYX)]Y
= f(YX)Y.

3.2. Ejemplos

En este apartado se usa la Férmula (5) para dar formas explicitas para evaluar e,
sen(X), cos(X) y X/2; X € C?*2. Propiedades generales sobre estas matrices aparecen
en Higham [4], Golub y Van Loan [3] y Horn y Johnson [7], entre otros. Métodos numéricos
para evaluar funciones matriciales pueden consultarse en Higham y Al-Mohy [5], asi como
las referencias ahi citadas. En estos ejemplos se escribe nn = n(X), £ = £(X).

Ejemplo 3.3. La funcion X — X,

e"[cosh(\/é_“)l—i— %(X — 77])}, £#£0,

en[1+(X—nI)}, £=0.

Cuando X es real, i.e., X € R?*2_ entonces e* es real. En efecto, usando las identidades

cosh(iz) = cos(z) y senh(iz) = isen(z), se obtiene
senh(y/€) .
e [cosh(\/g)l ol (X nI)], €0,

P e”[I—I—(X—nI)}, £=0,

en [cos(\/—_é)l + 20 (X - 771)}, € <0.

Ejemplo 3.4. La funciéon X — sen(X),

sen()cos(v/E)I + B (x 1), ¢ #0,
sen(X) =
sen(n)I 4 cos(n)(X —nl), £E=0.

Si X esreal, ie., X € R?*2 entonces sen(X) es real. En efecto, las identidades cos(iz) =
cosh(z) y sen(iz) = isenh(z), permiten escribir la correspondiente expresion real.

Vol. 36, N° 1, 2018]
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Ejemplo 3.5. La funcion X — cos(X),

cos(n)cos(V/E)I — =R (X — 1), ¢ #0,
cos(X) =

cos(n)I —sen(n)(X —nl), £E=0.

Cuando X es real, cos(X) es real. Para dar la formula correspondiente, basta usar las
identidades cos(iz) = cosh(z) y sen(iz) = i senh(z).

Utilizando las formulas anteriores, calculos directos permiten comprobar las identidades
sen?(X) + cos?(x) = I y cos(X) + isen(X) = e*X. Si ademas se tiene en cuenta que
n(2X) =2n(X) y £(2X) = 4£(X), entonces es facil comprobar las identidades cos?(X) —
sen?(X) = cos(2X) y 2sen(X)cos(X) = sen(2X).

Ejemplo 3.6. La funcion X — X1/2

Si X =0, entonces X /2 = 0. Para X # 0 se tiene la siguiente expresion general:

(77+\/E)1/2';(77_\/5_)1/2I + (77"'\/5_)1/;_/(;_\/5_)1/2 (X - 77])7 3 # 0,
X1/2 =
NI+ gk (X - D), §=0;n#0.

0 1
0 0

propios reales negativos, entonces X /2 toma valores reales. En efecto, con esta condiciéon

Para X = [ ], n=¢&=0, X2 no esta definida. Cuando X € R?*2 no tiene valores

:I:{\/ﬁI—I—Q\%(X—nI)], E=0;n>0,

X2 = i{v"”@;“"ﬁﬂrV"*“ET/EV"‘“E(X—M)}, £>0m—VE>0,

i[a1+ L(X— (- bQ)I)], £<0,

donde, en el caso £ < 0 (X tiene dos valores propios complejos conjugados), se ha escrito:
(n+VEY?2 =a+ib;a,b eR, (n—E)'/? =a—ib;n=a®—b>y /€ = 2abi. Ademés, en
este caso, X1/2 toma los valores complejos +i[bI — 5= (X — (a® — b?)I] (Confrontar con
el Lema 6.4 de Higham [4]).

3.3. Matrices particionadas

En este apartado se muestra que la Formula (5) sirve para el calculo de funciones de matri-
ces particionadas con estructura especial. En particular, si X = diag(X11, Xa2, ..., Xonm)
y las matrices X;;, i = 1,2, ..., m tienen tamano menor que 3, entonces el calculo de f(X)
es inmediato, pues, por la Proposicién 2.4,

f(X) = diag(f(X11), f(X22), s [(Xinm))-

Supéngase ahora que X,Y € C2*2,

[Revista Integracion, temas de matemadticas
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X Y

1. SIM—|:Y P

] yP=P 1= \/ii E _II} , entonces

s [X4Y 0
P MP_{ 0 xovl

La Proposiciéon 2.4 conduce a

)

f(X+Y) 0 —

f(M) = [ 0 f(X—Y)]P '

:}{f(X+Y)+f(X—Y) f(X‘i‘Y)—f(X—Y)}
2 [f(X+Y) - f(X=Y) J(X+Y)+[(X-Y)]

L. | X =Y il T -1
2.SlM—|:Y X}yP—{I Z.I},entonceSP =

NIEg
L —
NS
~
Lo~
~
—_
<

PlMP_[X—H’Y 0 }

0 X —iY

Ahora, por la Proposiciéon 2.4,

f(X +1iY) 0 .
f(M):P[ 0 f(X—iY)]P
L[ f(X+iY)+ f(X—iY)  i[f(X +iY) — f(X —iY)]

T2

i[f(X —iY)— f(X+14iY)] [f(X+iY)+ f(X—-3iY) |~

4. La derivada de Fréchet de funciones matriciales 2 x 2

En adelante, O es un conjunto abierto de R 6 C, f(-) es una funcién escalar tres veces
continuamente diferenciable en @ y A es el conjunto abierto de las X € C2*? tales que
N(X) + VE(X) y n(X) — \/&(X) estdn en O. La derivada de Fréchet de f : A — C2*2
en el punto X € A es la tinica transformacion lineal Df(X) : C?*2 — C2?*? tal que para
H e (C2><2,

FX + H) = £(X) + [DF(X)](H) + of | H]).

Bajo las condiciones sobre f(-) estipuladas arriba, la derivada de Fréchet [Df(X)](H)
existe y es continua en las variables X y H; ver Higham [4] (Teorema 3.8 pg. 60). Ahora
se da una formula para esta derivada.
A partir de la expresion f(X) = ay(X)I + B7(X)(X — n(X)I), usando las reglas de
derivacion, se llega a que, para cada H € C2%2,

[Df(XOI(H) = [Day(X)J(H)I + [DB;(X)](H)(X —n(X)I)

T B (X)(H — n(H)D). ©

Esta formula se completa cuando se expliciten las derivadas de Fréchet de las funciones
X — o5(X) y X — B¢(X). Los calculos de estas derivadas, que se presentan en el
apéndice de este articulo, conducen a los siguientes resultados:
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ap (X)[Dn(X)](H) + 58 (X)[DEX)](H), &(X) #0,
(Do (X)](H) =

£ (X)) [Dn(X)](H) + 22D De(x)](H), €(X) =0,

By (X0 [Dn(X))(H) + | | DE(X)]), €(X) # 0,
[DB](X)(H) =

£ (X)) [Dn(X))(H) + L85 [pe (X)) (H), £(X) = 0.

Por ejemplo, para X = {77 +O\/g . —O\/E]’ n,E€C, 40,y H= {(1) 8} se obtiene:
DROI(H) = 12 [DECON(H) = V& [Day(x))t1) = LOEVE),
(DB (X)) () = L (g:;zx/f) _ S+ \/E)Ll—gf(n Vo
Reemplazando en la formula (6) se llega a
i) = LIV
N [f’(nJr\/Z) VO - fn - \/E)} [\/E 0 ]
2/€ 4¢ 0 —v¢
fo+VE —fh—=VvO1[1/2 0
N [ N } { 0 -1 /2]

[f n+ Ve 0] Fn+ VOH = f (X)H = Hf (X).

Observacion 4.1. De la Formula (4) se sigue que

[DEX)(H) = 2(H — n(H)I)(X —n(X)I) + [X, H],

donde [X, H] = XH — HX. Usando esta representacion se obtiene

[DFONH) = Hf (X) + [X, HIR(X), (7)

siendo

{ (%)(x —n(X)I),  &X)#0,

f (g(X))_Ff (Z(X))(X_n()()[), &(X)=0.

[Revista Integracion, temas de matemadticas
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’

Asi/las cosas, si XH = HX 6 f(x) = ax+b, a,b € C; entonces [Df(X)|(H) = f (X)H =
Hf (X).

5. Forma candnica de Jordan de la derivada de Fréchet

Sea J = P7'XP la forma canonica de Jordan de X € C**2, donde P = [u1 wua] y
T

Pl = [Z;T} Es facil ver que B := {H;; = w;v];i,j = 1,2} es una base de C**?. La

matriz de la tranformacion lineal [D f(X)] en esta base se denotara por [D f(X)]z.

Se deduce facilmente de la férmula (6) que para cada H € C2*?
T DFXONH)P = [Df(PT'XP)(PT HP) = [Df(J)|(PT HP). (8)
Ahora, si H = H;; = u;v; , entonces P 1HP =¢;eT = = E;j, donde I = [61 62}, es decir,

{Eij;i,j=1,2}esla base estandar de C?*2. Para calcular [Df(J)](E;;), podemos usar
la Férmula (6) o determinar directamente las derivadas direccionales:

i J HtEG) = f(J)
t—0 t

De cualquier forma se obtienen los siguientes resultados.

Caso 1. J = diag(n + &, — /£);€ # 0. En este caso (confronte con el Teorema 3.11;
p. 62 de Higham [4]),

fn+ €)= f(n—+¢)
2/€

Eai;  [Df(I))(Ex) = f (n — \/€)Eaa.

[DF(Bn) = f (n+VEEw;  [DF())(Erz) =

f+VE) = fin—¢)
2/€

Eqs;

[Df(J)](Ea1) =

Esto significa que la matriz de [Df(X)] en la base B es la matriz diagonal:
[Df(X)]s = diag(di1, da2, d33, daa),
donde

S0+ \/2)2\_/5(77 —V0 dsz; das = f (1= \/E).

di = (n+V€); daz =

Caso 2. J = nI;£ = 0. En este caso, [Df(J)|(Ei;) = f (n )( ;) ¥ la matriz que repre-
senta a [Df(X)] en la base B (y en cualquier otra base de C2* 2) es la matriz diagonal

’

[Df(X)]s = f ().
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Caso 3. J = [77 717} ;&€ = 0. En este caso

0
[DF(I(En) = f () En + me)E [DF(I))(Er2) = f ()
[Df())(Ez) = me)E + me)E +f () B + me)E
[DF())(Ez2) = @Em + f ().
Esto quiere decir que la matriz de [Df(X)] en la base B es:
fa o fme o
DfOls = | (g)/2 f (()n) ff(&))/G f fg)/2
0 0 fm2 fm

La forma canénica de Jordan de la matriz [Df(X)] depende de f'(n) y f (n).

1"

Caso f"(n) = " (n) = 0. Es claro que [Df(X)]s = f (n)I.
Caso f” (n) = O;fm(n) #0. En la base B* := {Hy1, Hy2, —no— Hay, Hyo} se tiene

F7 ()
fay o 0 0
e ISR G
0 0 Q)

Caso f” (n) # 0. En la base B* = {R11, R12, R21, Raa}, donde

! 2 ! 11
Ry = MHH, Ryp =1 2(n) (Hy1 + Hoo) + £ G(H)Hu, Ro1 = Ho1 y Rop = Hyy — Hao,
se tiene

1 0
_ m 1
(D (X)) = o i
0 0

El anéalisis anterior se resume en el siguiente teorema.
Teorema 5.1. La forma candnica de Jordan de [Df(X)], X € C?*2 posee las siguientes

propiedades:

s Fs diagonal cuando X es diagonalizable, o cuando X no es diagonalizable pero

1" "

fm=f m=0.

» Tiene un bloque de tamano 2 y dos bloques de tamano 1 cuando X no es diagona-

1"

lizable, f"(n) =0y f" (n) # 0.
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= Tiene un bloque de tamano 3 y uno de tamano 1 cuando X no es diagonalizable y

£ () #0.

Ejemplo 5.2. Si f(z) = €7, la forma de Jordan de Df(X)] es diagonal si y solo si X es

diagonalizable. Cuando X tiene forma de Jordan [g ﬂ , entonces [D f(X)] tiene forma
de Jordan

e” 1 0 0

0 e 1 0

0 0 e 0

0 0 e"

Observacion 5.3. En relaciéon con la norma de la derivada de Fréchet, se cumple la
siguiente desigualdad:
DN < K (PND S,

donde k(P) = ||P||||P~!||. En efecto, de la expresion (8) se obtiene
IIDFXH)| = | PIDF () (P~ HP)P
< |IPINDFINEPHP)|[[P~
< IPIIDFCOMIPHIA PP
= K (P)IDf(IINH].

Ahora bien, de las expresiones anteriores se puede determinar ||[Df(J)]||. En particular,

si J = diag(n + v&,m — V€), & # 0, entonces

fn+ €)= f(n—E)
2v/€

y 0= f"(n) = f"(n), entonces [|[Df ()]l = [f'(n)].

IDF D = méx{|f (n+ VE). | RIRCERVGI?

SiJ=nlosiJ= g 1

6. Derivada de Fréchet de funciones matriciales de matrices n x n
En esta seccion se considera el caso en que f(-) es analitica y X es una matriz n x n.
Cuando f(-) es analitica dentro y sobre un contorno cerrado I' que encierra a \;, i =

1,2,...,k, la formula mas compacta de la derivada de Fréchet de X — f(X); X € C**»
es la de Stickel (ver Stickel [11], Teorema 1, p. 84):

(DFCONH) = 5 [ 7T = X) 7 HT = X) ©)

la cual, cuando X H = HX, conduce a

DFCONH) =l [ F) 1= X)) = (5 [ )T - X) 2l
= H'(X)= f (X)H.
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Maés atin, para la j-ésima derivada de Fréchet, j = 2,3, ..., se obtiene (ver el Teorema 4.1
de Deadman y Relton [2]):

1
— /1“ f(2)R(2)dz, (10)

[DY) f(X)|(Hy, Ha, ..., Hj) = o

siendo

R(z) =Y (I = X) " Hy1) (2] = X) 7 Hyy (2] = X) 7 Hy gy (21 = X) 7

[ea

donde la suma se hace sobre las j! permutaciones o de {1,2,...,5}.

Los siguientes ejemplos ilustran la utilidad de estas féormulas.

6.1. Ejemplos

En esta subseccién X, H € C"*".,

X H
0 X
conducen a la siguiente identidad (confronte con la formula (3.16), p. 60 de Higham [4]):

Ejemplo 6.1. Supdngase que M = . Entonces la Definicion 2.3 y la Formula (9)

fM) = %/Ff(z)[(zl— M) tdz

1 (2 —X)™' (2 —X)'H(zI - X)7!
=5 g (2) [ 0 (21— X)1 dz
_ {f(X) [Df(X)](H)]

0 fxy

la cual se puede usar para obtener [Df(X)](H)] a partir de f(M), o para calcular f(M)
a partir de f(X) y [Df(X)](H).

Si, por ejemplo, X = [77 717} vy H= {0 O], entonces

0 1 0

n 100 fay oy £z £ )6

_ |0 10 |0 fm) f) f ()2
M=To o g o Y IO=10 7" ey i)
00 0 7 0 0 0 f(n)

x

De aqui que [Df(X)](H) = {f ( v

~
=
~—
K'ﬁ\
—_
=
S~—
~
)

X conmuta con H, entonces
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Ejemplo 6.2. Supdngase ahora que

.
SRR
~ o

M=10
0

Entonces, cuando existe, la matriz (21 — M)~*

(21 —X)™' (I —-X)'H(I-X)"Y (2l -X)'H(zl - X)'H(zl - X)7!
0 (2] — X)~ (2] — X)""H(zI — X)!
0 0 (2 — X)71
La Definicion 2.3 y la Formula (10) llevan a

f(M)

Il
l\D
>1
~.
\
KH
N
N
:f
Q

X)|(H) 5[D*f(X)|(H, H)
[DFXOIH) |,

I

o
,“:

><\_/
~

0 0 f(X)
expresion que permite calcular [D? f(X)](H, H) a partir de f(M). Como en el ejemplo

. _In 1 {00 .
anterior, cuando X = {O 77] vy H= [1 O}’ se obtiene

1, _[F D/ £ )/
§[D FXOI(H, H) = [f(3)(n)/3g f@O ()4

Estos ejemplos constituyen una generalizacion de la matrix f(J;) que aparece en la De-
finicion 2.2 (ver Najfeld and Havel [9], Teorema 4.13, p. 350).

Se termina esta seccién con el siguiente resultado anunciado en la introduccioén.

Teorema 6.3. Si X es diagonalizable y f(-) es analitica dentro y sobre un contorno
cerrado I' que encierra el espectro de X, entonces la forma candnica de Jordan de la
derivada de Fréchet es diagonal.

Demostracion. Supéngase que X € C"*" es diagonalizable y que P7'XP = J =
diag(A1, A2, ...y Ay ), donde

P:[ul uy .. . un], [P_l]T:[’Ul vy ... vn}.

Entonces B := {H;; = u; ’U 13,5 =1,2,...,n} es una base de C"*" y P~ 1H;;P = eie;fr =
E;;, donde I = [61 es . . . n], es decir, {E;j;4,j = 1,2,...,n} es la base estandar
de C™*™. Con estas notaciones se puede escribir

CDFONHNP = 5 [ FOIT = 1) By el = 1)

_ 2m/f (2= \) "Mz = A)) a2 E,
_f[)\za)\ 1]7
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donde FO— O
i )J\]),)\E 1)7 )\i 7& A]u
[, )‘j] =
De esto se sigue que [Df(X)](Hi;) = f[\i, Aj]Hij, por lo que la matriz que representa la
tranformacion lineal [Df(X)](:) en la base B es diagonal. v

Apéndice: Derivadas de Fréchet de las funciones a(-) y (¢(-)

Aqui se mantiene la notacion de la Seccion 4; en particular, O es un conjunto abierto de
R 6 C, f(-) es una funcion escalar tres veces continuamente diferenciable en O y A es
el conjunto abierto de las X € C?*2 tales que n(X) + /&(X) y n(X) — /&(X) estan
en O. Ademas, se usa el siguiente hecho: el conjunto abierto D de las X € C2*2 tales
que £(X) # 0 es denso en C2*2. En efecto, si X ¢ Dy P71XP =J = {n(g() ﬁ(*X)]’
x € {0, 1}, es la forma canonica de Jordan de X, la matriz

(X)+e

—p|n *
X.=P |17, (X €

Pl e>0, (11)

satisface || X — X.|| < ||P||||P~1||2€2, es decir, lim,_,o X. = X. Notese que n(X.) = n(X)
y €(Xe) = €%

Derivada de Fréchet de la funcién X — a¢(X).

) — 10U + VE) + F0(X) — EED),
2
Si X € AND,ie., £(X) #0,y H € C**2 entonces las reglas de derivacion implican que
F (n(X) + VEX) — f (n(X) — VEX))

DE(X)(H
+ e IDECXNIT)
= ap (X)[Dn(X)|(H) + %ﬁf/ (X)[DE(X)](H).
En especial, para la matriz X, que aparece en (11)
(Das (X)) = LKV LOX =0 vy

Supodngase ahora que X € A es tal que {(X) = 0. Sea X, la matriz en (11) que verifica
lim,_,9 X = X. Por la continuidad de las funciones involucradas
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ap(X + H) = af(ll;n%(xe + H)) = lim oy (X + H)

= 1im (a(X.) + [Dap(XO)H) + o | H])))
— s () + £ NN + D D) +-of 1))

Esto significa que, para X € A tal que £(X) = 0, se verifica

[Das(X)I(H) = f'(n(X)[Dn(X))(H) +

Derivada de Fréchet de la funciéon X — §;(X).

() +y/E3X) =S (n(X)=/E(X)
X)#0
NG » E(X) #0,

f (X)), &X)=0.

Br(X) =
Si X € AND, entonces para H € C?*? se tiene que

X) + VEX) + £ (n(X) — VEX))
+| 00 €X)

)+ VEOOD — S0X) = VED ey

LX)
_ oy (X) = B;(X)
= By O + [F5 s B [IDeo] )

En consecuencia, para la matrix X. mencionada arriba, se obtiene que

FOX) +0) 10X = p v

[DBy(Xe)|(H) = 2
elf (X) + &) + f (n(X) = )]
+ [ 4¢3
S0+ 6)4;3f(n(X) - 6)} IDE(X)](H).

) =0y X, la matriz en (11) que verifica lim._,o0 X, = X. Por

Sean ahora X € A con £(X) =
la continuidad de las funciones involucradas y la regla de L’Hopital, se sigue que
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By(X + H) = fy (lim (X + H)) = lim By (X, + H)

= 1im (8;(X.) + [P (XO)(H) + o | H[)))

1"

= 85(x) + 1" D)) + LD (e )y a) + of 1),
Esto quiere decir que para X € A tal que £(X) =0
D8 (X)(H) = £ (XD D()) ) + T ey

7. Conclusiones

En este articulo se ha mostrado que si f(X) estd definida, X € C?*2, entonces

F(X) = ap(X)I + B (X)(X —n(X)I),

donde las funciones ay(-), Bf(-) ¥ n(-) dependen de la traza y el determinante de X.
Se ha usado esta expresién para dar formulas explicitas para evaluar las matrices e,
sen(X), cos(X) y X /2 para evaluar funciones de ciertas matrices particionadas y para
determinar la derivada de Fréchet de la funcion X — f(X); X € A c C?*2. Como
resultado central, se ha calculado la forma canénica de Jordan de su derivada de Fréchet.
La determinacion de la forma de Jordan de la derivada de Fréchet en el caso n > 3 queda

abierta y, para funciones analiticas se puede abordar con la formula de Stickel (9).
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