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Resumen

Se presenta la formulacién geométrica de la dindmica clasica no relativis-
ta de una particula en términos de elementos de la geometria diferencial
moderna, tales como haces fibrados, variedades simplécticas y formas di-
ferenciales. A partir de esta formulaciéon se muestra cémo, mediante la
expresion en coordenadas en un marco de referencia inercial, se obtie-
nen las ecuaciones candnicas estandar de Hamilton para la evolucién del
sistema.

Abstract

The geometric formulation of non-relativistic classical dynamics of a par-
ticle is shown by means of modern differential geometry concepts: fibre
bundles, symplectic manifolds and differential forms. Beginning with this
formulation it is shown that standard Hamilton canonical equations are
obtained by means of a coordinate expresion in an inertial reference fra-
me.
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1. Introduccion

En mecénica clasica el empleo de métodos y conceptos de la geometria diferen-
cial y la topologia han dado lugar a notables resultados y nuevos desarrollos
conceptuales, demostrando asi los beneficios que pueden obtenerse al aplicar,
a una rama determinada de la fisica, herramientas matematicas modernas y
sofisticadas [1, 2, 3].

La mecénica clasica es el punto de partida para formular la dindmica cudntica
de un sistema fisico. A partir de la formulacién geométrica de la mecanica
clasica puede obtenerse una formulacién geométrica de la dindmica cuéntica,
mediante un procedimiento de cuantizacién geométrica [4, 5] que proporciona
una comprensién mas profunda de las ideas de la teoria cuantica.

En este trabajo se presentan los elementos esenciales de la mecéanica clasica
identificados desde el punto de vista de su naturaleza matemadtica, en términos
de elementos de la geometria diferencial moderna.

2. Estructura matematica del espacio de evolucién

Consideremos un sistema fisico consistente de una sola particula y sea X el
espacio—tiempo galileano. Debido a la no existencia de un origen de coorde-
nadas natural, X posee la estructura de un espacio afin 4—dimensional; un
punto x € X recibe el nombre de evento. El tiempo absoluto de la mecanica
newtoniana se puede representar mediante un espacio afin 1-dimensional 7.
La especificacion de una escala de tiempo corresponde a definir una 1-forma
diferencial dt sobre T, la cual es invariante bajo traslaciones [2].

El conjunto de eventos simultaneos con un evento dado constituye un subespa-
cio afin 3—dimensional de X : X; C X. La nocién de simultaneidad define una
aplicacion 79: X — T' tal que 7, 1(t) = X;, donde X} es el espacio de eventos
simultaneos en el tiempo ¢ y recibe el nombre de espacio de configuracion
en el tiempo t. X; es un espacio euclidiano 3—dimensional. La distancia entre
eventos simultaneos viene dada por

p(Za, ) = /(20 — Tp, Tq — T1), (2.1)

Ta,Tp € X, E=xg—ap ER3 y (€,€) es un producto escalar en R3. Asf enton-
ces, X posee la estructura de un haz fibrado [6, 7, 8], con espacio base T', fibra
X; y proyeccién 7y. Las traslaciones en X inducen isometrias en sus fibras.

Con cada t € T asociamos el espacio de fase M; en el tiempo t; el espacio de
fase M, es el haz cotangente del espacio de configuracién X, : M; = T™ (X,).



FORMULACION GEOMETRICA DE LA DINAMICA CLASICA NO-RELATIVISTA...

M, posee la estructura de una variedad simpléctica suave [2, 8]. La coleccién
de todos los espacios de fase para todo tiempo ¢ recibe el nombre de espacio
de evolucion del sistema:
Z = M. (2.2)
teT
Z es el conjunto de todos los posibles estados dinamicos del sistema en todos
los tiempos y posee la estructura de un haz fibrado, con espacio base T', fibra
My y proyeccion 7: Z — T, definida por

() = M. (2.3)

La especificacién de un marco de referencia inercial define una trivializacién
de Z; esto es, una coleccién de difeomorfismos v; : 7-1(U;) — U; x M, para
todo U; C T', donde M es el espacio de fase de la mecdnica hamiltoniana. Esta
trivializacion induce isomorfismos de las fibras de Z con la fibra tipica M.

3. Dinamica hamiltoniana sobre Z

El espacio de fase M posee una estructura simpléctica natural, definida de
la siguiente manera [2]. Sea M = T*(X;); un punto m € M; es una 1-
forma sobre el espacio tangente T(X;), a X; en algun punto z. La proyec-
cién natural m: M; — X; envia toda 1-forma sobre T'(X};), al punto z. Sea
¢ € T (M), un vector tangente al haz cotangente en el punto m € M;. La de-
rivada 7, : T'(M;) — T'(X;) lleva £ a un vector m.§ € T(X}),, donde x = w(m).

Definimos la 1-forma candnica 6; sobre M; como

0:(8) = p(m:&) (3.1)

donde p € T*(X}),. Asi entonces, la 2-forma diferencial w; definida por
Wt = d@t (32)

es cerrada y no degenerada, dotando al haz cotangente de una estructura
simpléctica natural.

La dindmica hamiltoniana de una particula esta determinada por una exten-
sién de la coleccién {w;} de 2—formas sobre M; a una 2—forma €2 sobre Z, tal
que Q| a1, = wi. Puesto que esta descripcion de la dindmica puede expresarse
en forma hamiltoniana si y solo si €2 es cerrada, asumiremos que df) = O.

Un vector { € T'(Z). para el cual i¢Q = 0 se denomina vector nulo de la forma
Q. Los vectores nulos de €2 forman un subespacio lineal de T'(Z),. Puesto que
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las 2—formas w; son no degeneradas, el subespacio lineal de vectores nulos
es 1-dimensional. La unién de los subespacios de vectores nulos en todos los
puntos de Z constituye una distribucién involutiva 1-dimensional

D={£e€T(Z):iQ =0}, (3.3)
y se denomina la distribucién caracteristica de € [9].

La distribucion D es generada por un campo vectorial, el cual denotaremos por
(. Para todo estado clédsico z € Z su evolucion en el tiempo estd determinada
por la variedad integral de D a través de z. El campo vectorial ¢ es completo
y se encuentra normalizado por la condicién

(7*dt)(¢) =1, (3.4)

lo que equivale a decir que la curva integral de ( estd parametrizada por el
tiempo T

Sea ¢° el grupo mono—paramétrico de difeomorfismos de Z generados por (.
Puesto que i) = 0 y © es cerrada, entonces L:Q = 0y (¢°)*Q = €. La
normalizacién de ¢ implica que cada ¢® preserva la estructura de haz fibrado
de Z e induce una traslacién de T' denotada por t — t + s. Para cada t € T,
denotaremos por ¢7: My — My, los difeomorfismos obtenidos restringiendo
¢° a My. Como ¢° preserva la 2—forma {2 entonces tenemos

(9F) wiys = wt . (3.5)

Asi, la dinamica clasica no relativista de una particula se puede interpretar
como una familia de transformaciones candnicas entre los espacios de fase M;
y M1, las cuales satisfacen la ley de composicién

s 0 0] = 07" (3.6)
Hasta ahora hemos supuesto la existencia de la 2—forma (). Para determinar
(), notemos que las suposiciones de que € es cerrada y Z contractible, implican
la existencia de una 1-forma © tal que 2 = dO. Ademaés, podemos escoger a
la 1-forma © tal que, para cada t € T, O| a1, = 01 Esta restriccion define a
O, excepto por el diferencial de una funcién sobre T'. Asi entonces, podemos
construir € en términos de las wy definidas mediante la ecuacién (3.1).

4. Expresion en coordenadas en un marco de refe-
rencia inercial

La seleccion de un marco de referencia inercial viene dada por la especificacion
de una estructura producto del espacio—tiempo: X = E x T, donde E es un
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espacio euclidiano 3—dimensional. Esto induce una estructura producto del
espacio de evolucién: Z = T*(E) x T, con las proyecciones ¥: Z — T*(E) y
7 :Z — T. La variedad simpléctica T*(FE), con estructura simpléctica dfg, es
el espacio de fase definido por el marco de referencia inercial.

La imagen reciproca (o pull-back) 9*0g de 0 es una 1-forma sobre Z tal que,
paracadat e T, 19*9E|Mt = 0g, de modo que

ﬁ*gE‘Mt = ®|Mt ) (4.1)

es decir, ¥*0g y O difieren en una 1-forma que se anula sobre la fibras de Z, es
decir, una 1-forma proporcional a dt. Por lo tanto, existird una tnica funcién
H: 7Z — R tal que

© =90 + Hdt, (4.2)

de modo que la 2—forma ) = dO se expresa como
Q=d(V0g) — d(Hdt) . (4.3)

La funciéon H es el Hamiltoniano dependiente del tiempo, relativo al marco
inercial seleccionado, de la dindmica descrita por ©. Puesto que © esta deter-
minada excepto por el diferencial de una funcién suave arbitraria sobre 7', se
sigue que H estd determinada excepto por una funcién suave arbitraria sobre

T.

La seleccién de un tiempo inicial produce un isomorfismo afin 7' — R tal que,
si denotamos por t : Z — R su imagen reciproca a Z, la 1-forma dt corres-
pondiente a la seleccién de una escala de tiempo coincide con el diferencial de
la funcién t.

Sean ¢', ¢?, ¢* las imagenes reciprocas a Z de algunas coordenadas cartesianas
sobre F, y p1,p2,p3 los momentos candnicos conjugados. En este sistema de
coordenadas, tenemos que [2, 4, 8]

3

90p =Y pidg’ (4.4)
=1

y asi entonces
3
©=> pidg — Hdt. (4.5)
i=1

Por lo tanto, la 2-forma (2 se expresa en las coordenadas {p;,q’,t} como

3
Q= dp;Adg' —dH Ndt. (4.6)
=1
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Asi mismo, en este sistema de coordenadas, el campo vectorial { que genera
la distribuciéon D se escribe

3
OH 0 8H 0 0
Z ( ¢ op; * Opr 8q"> ot (4.7)

Sea a: R — Z una curva integral de ¢ a través de z; esto es, a(0) = z y
&(0) = ¢(2). En las coordenadas {p;, ¢’,t} tenemos

a(t) = (pi(a(?)),¢' (a(t)), ta(?))), (4.8)

de modo que la condicién & = ((«(t)) implica que

D tatt) = -2 (o),
%q%a(t)) = L (a(t), (4.9
d

para todo t € R y todo ¢ = 1,2,3.

Por lo tanto, las curvas integrales de ( satisfacen las ecuaciones canénicas de
Hamilton usuales, con el Hamiltoniano H dependiente del tiempo.

5. Conclusiones

La formulacién de la dindamica cldsica presentada en este trabajo constituye
un método poderoso para enfrentar diversos problemas de la fisica clasica,
asi como también para resolver algunas ambigiiedades existentes en el proceso
de cuantizacion de un sistema fisico.

Los resultados obtenidos mediante la formulacién geométrica de la dindmica
clasica concuerdan con los resultados obtenidos mediante otras formulaciones
mas tradicionales; sin embargo, el poder de los métodos geométricos estd prin-
cipalmente en los aspectos conceptuales de la teoria, pues permite una visién
global de la evolucién de un sistema independientemente de cualquier marco
de referencia o sistema de coordenadas empleado.
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