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Nociones débiles de compl':e':rn%ento»

ARNOLD OOSTRA V.*

Resumen

Se presenta la nocién de precomplemento y se obtiene un resultado para-
lelo a un teorema de teorfa de reticulos atribuido a Glivenko; ademas,
resulta una prueba simplificada de este iltimo.

En el texto de algebra de Lambek [6, pagina 49] aparece esta afirmacién es-
cueta: “los regular-abiertos [de un espacio topoldgico] constituyen un 4lgebra
booleana”. Al elaborar una prueba tomando como herramienta la funcién de
exterior, se encontré un mecanismo que permite obtener reticulos’t6mplemen-
tados a partir de semireticulos; una consulta bibliografica posterior manifesté
que se conocia un mecanismo similar para obtener 4lgebras booleanas, lo cual
es el contenido del teorema de Glivenko.

En esta nota se describe el camino recorrido; el ejemplo inico y recurrente es,
por supuesto, la funcién de exterior. No se pretende ni se logra mas que una
invitacién al estudio de los reticulos seudocomplementados y de las. dlgebras
de Heyting. . ﬁ

En todo este articulo, S es un semireticulo inferior g?,t‘lmi;umo dt?{txét':ado 0.
Las demds convenciones se indican en el primer inciso, que sélo se incluye para
que el escrito sea autocontenido: la lectura bien podria saltar al siguiente. La
nomenclatura y la idea de algunas pruebas (ademés de ciertas afirmaciones
escuetas) han sido tomadas de los textos mencionados en la bibliografia, sin

indicar en cada ocasién la fuente precisa.

*Universidad del Tolima, A.A. 1201, Ibagué, COLOMBIA.
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Convenciones

Las estructuras bajo consideracién son conjuntos ordenados.

Si Y denota un conjunto ordenado, Y7 denota el mismo conjunto pero orde-
nado por la relacién inversa. Al mencionar un subconjunto de Y, se sobreen-
tiende que estd dotado del orden restnngldo, para los intervalos se emplea la
notacién usual, por ejemplo:: :

@) = {yeY:y2>a},
[a,] = {yeY:y>a & y<b}.

Un subconjunto H C Y es hereditario si para cada elemento h € H: y < h
implica y € H, es dec1r, (k] € H. Los subconjuntos hereditarios que poseen
maximo son los intervalos de la forma (b].

Un conJunto ordenado es un semireticulo znferwr (o lnf—senuretlculo) si cada
par de elementos z, y posee extremo inferior (0 maxima cota inferior), deno-
tado z A y; es un semireticulo superior si cada par =, y posee extremo supe-
rior, denotado = V y; y es un reticulo si es semireticulo inferior y superior.
Un semireticulo se puede describir de manera alternativa como un semlgrupo
conmutativo en el cual cada elemento es 1dempotente

En un retlcu_lo con minimo 0 y méximo 1, un complemento de un elemento x
es un elemento y tal que

Ay = 0,
xVy = 1

Un reticulo es complementado si posee minimo y méximo y cada elemento
tiene algiin complemento.

Un reticulo es distributino si las operaciones binarias A,V son mutuamente

»dijs'i:ributiVas; esto equivale a que

"xA(yVvz) € (zAy)Vz

para cada z,y,z. Un reticulo es modular si esta desigualdad se cumple para
elementos z,y, z tales que = > z.

Un dlgebra booleana es un reticulo distributivo complementado; como se ob-
serva més adelante, en ese caso los complementos son tnicos. Un algebra
booleana se puede describir de manera alternativa como un anillo conmuta-
tivo con unidad en el cual cada elemento es idempotente.



NOCIONES DEBILES DE COMPLEMENTO

Una funcién f entre conjuntos ordenados preserva el orden si x < y implica
f(x) < f(y) para cada par de elementos x, y del dominio, e invierte el orden
si + < y implica f(x) > f(y). Un isomorfismo de orden es una funcién
biyectiva tal que ella y su inversa preservan el orden; es evidente que el caracter
:de semireticulo, retlculo o algebra booleana se preserva por isomorfismos de
orderf o :

Si el ‘dominio y el codomlmo de la funcién f coinciden, entonces para un
niimero natural n, f™ denota la funcién f compuesta n veces; por ejemplo

f2(z) significa f (f(x)): Se conviene que f9 es la funcién idéntica, fo( Y=z
para cada z. La funcién f es idempotente si f2 = f.

Si Y es un conjunto ordenado, una funcién de clausura en Y es una funcién
h: Y — Y que satisface:

i} h preserva el orden;
' u) h es 1dempotente

m) h{y) >y (paracaday€Y).

Estas condiciones equivalen a que
h(y) <zsiysélosiy <z

para cada y € Y y cada « € h(Y).

El recorrido (Y) de una funcién de clausura h en Y es cerrado para extremos
inferiores, esto es: si un subconjunto A C h(Y) posee extremo inferior en Y,
entonces inf A € h(Y'); se observa que inf A es el extremo inferior de A en h(Y).
Si A posee extremo superior en Y entonces h(sup A) es el extremo superior de
A en h(Y'), si bien es distinto de sup A si este elemento no pertenece a k(Y).

En consecuencia, el recorrido de una funcién de clausura en YV hereda, segin la
estructura que posea Y, las propiedades de semireticulo inferior, semireticulo
superior o reticulo.

1. Funcion de complemento

Definicién 1. Una funcién de complemento en S es una funciéne: § — S
que satisface:

i) ¢ invierte el orden;
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ARNOLD OOSTRA V.
i) 2(z)==x (paracadazes);

iii) zAe(z) =0 (para cada z €S).

La condicién (i) significa que las dos funciones ¢: § — §Pyc¢: §%P — §
preservan el orden; la condicién (ii), que son inversas la una de la otra. Asi
que una funcién de complemento es ademas un isomorfismo de orden entre S
y S,

Pero entonces S° es un semireticulo inferior con minimo, y en consecuencia
S es también semireticulo superior con méximo; es decir, S es un reticulo con
minimo y méximo. El extremo superior de z, y € 5 es

¢ (e(x) A c(y))

.
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De hecho S es un reticulo complementado, como se podria sospechar por el
nombre de la funcién. Sin embargo hay una diferencia sutil entre la existencia

de una funcién de complemento y la existcncia de un complemento para cada
elemento.

Proposicién 1. Si$ posee una funcién de complemento entonces es un reticulo
complementado.

Demostracién. ¢(x) es un complemento de x. Pues por la condicién
(iii), = Ae(z) =0; y ademés

zVe(z)=cle(z)Ac(c(z))) =c(0)=1. 1
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Es facil observar que los reticulos ‘Mg y Ny (véase la figura) carecen: de fun-
ciones de complemento, aunque se trata de reticulos complementados. Esto
no sucede cuando el reticulo complementado es distributivo. .

Proposicién 2. En un dlgebra booleana existe una iinica funcién de comple-

mento.

Demostraciéon. =z’ denota el complemento de x en el dlgebra booleana en

cuestion.

A.r<ysiysélosizAy =0.

Siz <yentonces t Ay <yAy =0.YsizAy =0 entonces

r

Il

IA

z A1
zA(y' Vy)
(x Ay )Vy

Ovy

Y.

B. La funcién = — z’ es una funcién de complemento.

La condicién (iii) se satisface por hipétesis.

2" Az’ = 2’ A(z')’ = 0, luego por (A), " < z. Esta desigualdad es vélida
para cada elemento, luego también =" = (2’)” < z’; en consecuencia,
zA(z") =z Azg" <z Az’ =0y de nuevo por (A), r < z”. Asiz" ==z,

Finalmente supéngase que z < y, es decir, que x A y' = 0; entonces
YA@E@) =y A2"=y Az =0,ypor(A),y <z

C. Si ¢ es una funcién de complemente entonces ¢(x) = z’ para cada z.

Por un lado,

efz)

AN |

I

cfz) Al

c(x) A (z V')
(c(x) Ax)Va'
ova'

N
x,

y de manera simétrica ' < c(z). §
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2 Funcién de precomplemento

Se busca ahora una nocxén un poco maés general que’ la de funcién de com-
plemento, debilitando adecuadamente los axiomas. Las proposiciones 3 hasta
5 estdn encaminadas a justificar la eleccién de las condiciones alteradas, y en
ellas f : § — S es cualquier funcién.

Proposicién 3. Las siguientes condiciones son equivalentes:

a) f invierte el orden y f%(z) > x (paracadaz € §),

b) < f(y)siysdlosi f(x) >y (paracadaz,ye€8). .

Demostracién.

(a) = (b) Es evidente que basta probar una implicacién. Si x < f(y) entonces
f(z) 2 f*(y), pero ademds f3(y) > y, luego f(z) > y.

(b) = (a) De f(z) shf(:n) se sigue f2(z) > z. Y siz <y, como y < f2(y) se
tiene z < f (f(y)); de donde f(z) > f(y)- &

Si f invierte el orden y existen nimeros naturales m, n tales que f™ < f",
entonces fM+1 = fn+l, Pues para cada z, por un lado

f ) = ) < (f(r))— f(z),

pero por otra pa.rte f™(z) < f*(z), y como f invierte el orden,
™) = £ (f "‘(r)) > f (f (z)) = f**(2).

As1 que si f satisface las condiciones eqmvalentes de la proposicién 3 entonces
3= f. Dc aqui sc siguc que f 4= f2, cs decir, que f2 es idempotente. Estas
obsérvaciones permiten reducir de manera:considerable las condiciones para
que f? sea funcién de clausura.

Corolario 1. Supdngase que f invierte el orden. f2 es funcién de clausura si
y solo si f2(z) > = (paracadaz € S).

Una funcién de un conjunto en si mismo es idempotente si y sélo si su recorrido
coincide con el conjunto de puntos fijos. El reciproco de la siguiente afirmacién
también es cierto, y queda un ejercicio interesante: ;la igualdad de cuéles
conjuntos equivale a la igualdad f™ = f? Se observa que aqu1 no interviene la

@

estructura de orden de S.
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Proposicién 4. Si f3 = f entonces los siguientes conjuntos coincideén:

a) el recorrido de f,
b) el recorrido de f2,
c) el conjunto de puntos fijos bajo f2.

Demostracién. Es evidente qué el recorrido de f contiene el de f 2y que
el recorrido de una funcién contiene el’ conrtmto de puntos fijos bajo la misma.

»Sea pues, z un elemento del recorndo de f, esto es, 1 = f (w) para algin
w € S. Entonces

e = £ )y = f2w) = f(w) =25

es decir, = es punto fijo bajo f2. §
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Definicién 2. Una funcidn de precomplemento en S es una funcidnp : § — 8

que satisface:

i) p invierte el orden;
ii) p?(z) >z (paracadaz € S);

iii) s Ap(x) =0 (para cadazx € S).

Si p es una funcién de precomplemento entonces p? es una funcién de clausura,
cuyo recorrido o conjunto de puntos fijos coincide con el recorrido de p. Las
condiciones (f) y (ii) de la definicién equivalen a que

x < p(y) siy sblo si p(z) > y
para cada z, y € S.
En particular 0 < p(z) equivale a p(0) > z, asi que p(0) es el maximo de $.

Corolario 2. Si S posee una funcién de recomplemento entonces tiene maximo.

Toda funcién de complemento (en particular, la funcién de complemento en
un dlgebra booleana) es una funcién de precomplemento. El siguiente ejemplo
pone de presente que no toda funcién de precomplemento es de complemento.
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(X, 7) es un espacio topoldgico: X es un conjunto y 7 es una coleccién de sub-
conjuntos de X, llamados abiertos, que es cerrada para intersecciones finitas y
uniones arbitrarias. La funcién de esterior E; : P(X) — P(X) esté definida
para cada A C X como sigue:

E-(A)=U {VET: VCA“}.
La restriccién de E; es una funcién de precomplemento en 7 ; los subconjuntos
que pertenecen al recorrido de esta restriccién (es decir, los puntos fijos bajo la
funcién doble exterior E.?)se denomman regular-abiertos. Cuando no todos
los ablertos son regular—abxertos, entonces E, no es funcién de complemento
en ; tal es el caso del espacio usual de los niimeros reales, en el cual el ablerto
(0, 1) (1,2) no es regular-abierto.

El reticulo N5 posee una (udnica) funcién de precomplemento, pues es isomorfo
al reticulo de abiertos de cierto espacio topolégico con tres puntos. Ei reticuio
M3 carece de funciones de precomplemento. .

La discusién de este inciso est4 encaminada hacia el siguiente resultado.

Teorema 1. El recorrido de una funcion de precomplemento es un reticulo
complementado.

Demostracién. Sea R el recorrido de una funcién de precomplemento p
en S.

A R es subestructura de S.

,‘Como R es el recorrido de la funcién de clausura P, es cerrado para
extremos inferiores, y en particular es subsem1ret1culo mfenor de S.

Puesto que p(0) es el maximo de 5, p2(0) = p(0) A p2(0); pero p(0) A
p%(0) = p(0) Ap (p(0)) = O por la condicién (iii) de la definicién 1, luego
p%(0) = 0. De manera que 0 € R.

B. La restriccién de p a R es una funcién de clausura.

Es claro que p(x) € R para cada x € R, y que la restriccion de p invierte
el orden. Y por (A), la identidad = A p(z) = 0 es también vélida en R.

Ademis R es el conjunto de puntos fijos bajo p2, es decir, pi(z) = =
'ipara cada r € R.

. Por la proposicién 1 R.esun retxculo complementa.do |
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Si S es un reticulo completo, es decir, si todo subconjunto de S tiene extremo
inferior y superior, entonces R también es completo: porque como se indica
en la prueba de (A), es cerrado para extremos inferiores. Tal es el caso del
conjunto de regular-abiertos de un espacio topolégico, que es cerrado para
intersecciones. Sin embargo los extremos superiores en 1 en general no coin-
ciden con los extremos superiores que existan en S. Por ejemplo, la unién de
dos conjuntos regular?abiertos del espaci'ovde los nimeros reales no siempre es
regular—abierto. ‘ ‘

3. Funcién de seudocomplemento

La siguiente nocién ha sido estudiada a fondo por varios de los autores indi-
cados en la bibliografia [1, 2, 5].

Definicion 3. Una funcién de seudocomplemento en S es una funcion s :
S — § que satisface:

i) z Ay =0 implica y < s(z) (paracada=r,ye€ S);
ii) tAs(z)=0 (paracadaze§).
En otras palabras,
s{fr)=max {yeS: aAy=0}.

Se observa que el subconjynto { y€ S: zAy=20 '}'es:hereditario, luego esta
igualdad se puede expresar como sigue:

{ye S:z /\y=0}= (s(x)). -

Corolario 3. Para una funcién s : S — S las siguientes condiciones son
equivalentes: o

a) s es funcién de seudocomplemento en S,
b) y < s(z) si y sélo si x A y=0 (para cada z, y € S).

Es bien posible que para algunos elementos = € S el conjunto { y € S : zAy =
0} posea méximo y para otros no; en caso de existir, ese maximo se podria
denomiinar seudocomplemento de z. Es claro que un elemento puede tener
a 10 mds un seudocomplemento, luego la existencia de una (inica) funcidén
de seudocomplemento es equivalente a la existencia de un seudocomplemento
para cada elemento. ‘
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Proposicién 8. Toda funcién de seudocomplemento es de precomplemento.

Demostracién. Por hipétesis se cumple = A s(z) = 0. Por la condicién
(i), de s(z) Az = 0 se sigue = < s%(z). Finalmente si x < y entonces = As(y) <
y A s(y) = 0, y de nuevo por la condicién (i) se obtiene s(y) < s(z). 1

En un élgebra booleana, la funcién de complemento es una funcién de seudo-
complemento. Esto se deduce facilmente utilizando la equivalentia (A) de la
prueba de la proposiciéon 2. '

En un espacio topolégico (X, 7), la funcién de exterior E, : 7 — 7 res-
tringida a los abiertos es una funcién de seudocomplemento. En efecto, el
exterior E;(A) de un abierto A € r es el méximo abierto disyunto con A.

Salvo un par de condiciones sobre s(0), la primera de las siguientes propiedades
caracteriza la funcién de seudocomplemento.

Proposicién 6. Sea s una funcién de sendocomplemento en §.

1. x Aa < b implica = A 5(b) < s(a) (paracadaa,b, z € 5).

2. s?(z Ay) = s*(z) As%(y) (paracadaz,y€S).

Demostracion.

1. SizAa < bentonces zAaAs(b) < I;/\s(b)'= 0, es decir, aA(z A s(b)) = 0;
por la condicién (i) de la defini¢ién se obtiene « A 5(b) < s(a).

2. Como s es funcién de precomplemehto, invierte el orden y s lo preserva;
en consecuencia s%(z A y) < %(z) A s2(y).

Ahora se observa que a A b = 0 implica s2(a) A b = 0. En efecto, sia Ab =0,
entonces por la condicién (i), b < s(a); como s invierte el orden, esto implica
s2(a) < s(b), y por el corolario 3 se concluye s2(a) A b = 0.

Aplicando dos veces esta implicacién a la igualdad (x Ay) As(z Ay) =0 se
obtiene s?(z) A s%(y) A s(z Ay) = 0, y una vez més por la condicién (i) se

concluye que s2(z) A s%(y) < s%(z Ay). 1

‘El siguiente resultado es la versién del Teorema 1 correspondiente a seudocom-
plementos. Fue probado inicialmente por V. Glivenke en un articulo publicado
.en 1929, para el caso en que  es un reticulo completo; en [2] se prueba cuando

S es un algebra de Heyting, en {1} cuando es un reticulo distributivo y en [5]
cuando es un semireticulo con minimo, como en esta nota.
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La prueba que se presenta a continuacién es bastante sencilla, pues se basa en
el Teorema 1. Se observa que si bien aqui la conclusién es mas fuerte que alli,
la hipdtesis también es maés restrictiva.

Teorema 2 (Glivenko). El recorrido de una_funci'én de seudocomplemento
es un &dlgebra booleana.

Demostracién. Sea R el recorrido de una funcién de seudocomplemento
s;en S. Por la Proposicién 5 y el Teorema 1, R es un reticulo complementado;
sean pues r, y, z € R; se mostrard que zt A{(y Vz2) < (z Ay)Vz.

Inicialmente se observa que
A s(a: A y) As(z) < s(y)A 9(2) - (D)

pues por una parte, es evidente que T A 9(1‘ Ay) A s(z) < s(z); y por otro lado
{(zAy)As{zAy) =0, luego (x As{z Ay))Ay <z, y por ls afirmacion 1 de la
Proposicién 6, también = A s(z A y) A s(z) < s(y).

Ahora de nuevo por por la afirmacién 1 de la Proposicién 6, la desigualdad
(1) implica

z As(s(y) As(2)) < s(s(zAy)As(2)),
esdecir, zA(yVz)<(zAy)Vz§

En particular, el conjunto de regular-abiertos de un espacio topolégico cons-
tituye un algebra booleana. En este caso, y en general si § es un reticulo
distributivo, el caracter distributivo del reticulo R se puede probar de manera
alternativa a partir de la afirmacién 2 de la Proposicion 6, como sigue:

sA(yVz) = s2(z)As%(yvsz)
s2(z A (y Vs 2))

2 ((x Ay) Vs (z A 2))
(zAy)V(zAz).

La nocién de seudocomplemento aparece de manera natural en las dlgebras de
Heyting. De hecho, un ilgebra de Heyting se puede definir como un reticulo
distributivo con minimo y méximo en el cual cada intervalo [z, y] posee funcién
de seudocomplemento. El conjunto de abiertos de un espacio topolégico con-
stituye un algebra de Heyting.
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