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Nociones débiles de complemento

Se presenta la noción de precomplemellto y se obtiene Ull resultado para-
lelo a un teorema de teoría' de retículos atribuido a Glivenko; ademá.s,
resulta una prueba simplificada de elite último.

En el texto de álgebra de Lambek [6, página 49} aparece esta afirmación es-
cueta: "los regular-abiertos [de un espacio topológico] constituyen un álgebra
booleana". Al elaborar una prueba tomando como herramienta la función de
exterior, se encontró un mecanismo que permite obtener retícur6~)tbi"hplemen-
tados a partir de semiretículos; una consulta bibliográfica post~rior manifestó
que se conocía un mecanismo similar para obtener álgebras booleanas, lo cual
es el contenido del teorema de Glivenko.
En esta nota se describe el camino recorrido; el ejemplo único y recurrente es,
por supuesto, la funcióp de e~terior. No se pretende ni se logra más que una
invitación al estudio de los retículos seudocomplementl3.dos y de las~~lgebras

•. ..~H~

de Heyting. ".
" i.\ .\ . \ ~-.,", l. ~_'~ ! ').1 ;r'·,

En t.odo el'lt.eartículo, H es un semiretíclllo inferior WR,.~í.:~lÍmo,dffir~~ado O.
Las demás conv'cncioncs se indican en el primer inciso, que sólo se inclu)re para
que el escrito sea autocontenido: la lectura bien podría saltar al siguiente. La
nomenclatura y la idea de algunas pruebas (además de ciertas afirmaciones
escuetas) han sido tomadas de los te~tos mencionados en la bibliografía,. sin
indicar en cada ocasión la fuente precisa.



Las estructuras bajo consideración son conjuntos ordenados.
Si y denota un conjunto ordenado, yop denota el mismo conjunto pero orde-
nado por la relación inversa. Al mencionar un subconjunto de Y, se sobreen-
tiende que está dotado del orden restringido; para los intervalos se emplea la
notación usual, por ~emplQ:é:

[a) = {yEY:y~a},

[a, b] = {y E Y : 11 ~ a. & y ~ b} .

Un subconjunto H ~ Y es hereditario si para cada elemento h E H: 11 ~ h
implica y E H, es decir, (h] ~ H. Los subconjuntos hereditarios que poseen
máximo sonlosintervalos de la forma (b 1.

',,",' 1 '\

Un conjunto ordenado es un· semiretículo inferior (o inf-:-:semiretículo) si cada
par de elementos 3:, y posee extremo inferior (o máxima cota inferior), deno-
tado x A y; es un semiretículo superior si cada par x, y posee extremo supe-
rior, denotado a: V y; Y es un reUculo si es semiretículo inferior y superior.
Un semiretículo se puede describir de manera alternativa como un semigrupo
conmutativo en el cual cada elemento es idempotente.

En un retículo con mínimo Oy máximo 1, un complemento de un elemento ;1;

es un elemento y tal que

x A 11 = O,
XV11 = 1.

Un retículo es complementado si 'posee mínimo y máximo y cada el~mento
tiene algún complemento.
Un rp.t1r.ulo P.R dÚltributi1J(JRi 1M opp.radone!l hinarias A, V !lon mutuamente
di~tributivas; esto equivale a que

para'cada. x, 1), z. Un retículo es modular si esta desigualdad se cumple para
elementos x, y, z tales que x ~ z.
Un álgebra booleana es un retículo distributivo complementado; como se ob-
serva más adelante, en ese caso los complementos son únicos. Un álgebra
booleana se puede describir de manera alternativa como un anillo conmuta-
tivo con unidad en el cual cada elemento es idempotente.



Una función f entre conjuntos ordenados preserva el orden si x ~ y implica
f(x) ~ f(y) para cada par de elementos :1:, y del dominio, e invierte el orden
si .1: ~ y implica f(;r:) ~ f(Y). Un isomorfismo de orden es una función
biyectiva tal que ella y su inversa preservan el orden; es evidente que el carácter
áe semiretículó, retículo o álgebra booleana se preserva por isomorfismos de
'oftlerE '
Si ei 'dominio y el codominiode la función j coinciden, entonces para un
número natural n, fn denota la función f compuesta 'TI, veces; por ejemplo
f2(x) significa f (f(x»: Se convieneque fO es la función idéntica, fO(:r:) = .1:

pára 'cada x. La función f es idempbtente si f2 = f.
Si y es un conjunto ordenado, una función de clausura en Y es una función
h : Y ---> y que satisface:

para cada y E Y Y cada :r.E h(Y).

El recorrido h (Y) de una función de clausura h en Y es cerrado para extremos
inferiores, esto es: si un subconjunto A ~ h(Y) posee extremo inferior en Y,
entonces inf A E !L(Y); se observa que inf A es el extremo inferior de A en h(Y).
Si A posee extremo superior en Y entonces h(sup A) es el extremo superior de
A en h(Y), si bien es distinto de sup A si este elemento no pertenece a h(Y).
En consecuencia, el recorrido de una función de clausura en y hereda, según la
estructura que posea Y, las propiedades de semiretículo inferior, semiretículo
superior o retículo.

Definición 1. Una función de complemento en S es una función e: S ---> S
que satisface:



ii) c2(x) = x (para cada:r. E S);,

iii) x /\ c(x) = O (para cada:1: E S).

La condición (i) significa que las dos funciones c:: S ---+ sOP y c:: SOP ---+ S
preservan el orden; la condición (ii), que son inversas la una de la otra. Así
que una función de complemento es además un isomorfismo de orden entre S
y Sop.

Pero entonces Sop es un semiretículo inferior con mínimo, y en consecuencia
S es también semiretículo superior COIl máximo; es decir, S es un retículo con
mínimo y máximo. El extremo superior de :r., y E S es

De hecho S es un retículo complementado, como se podría sospechar por el
nombre de la función. Sin embargo hay una diferencia sutil entre la existencia
de una función de complemento y la existencia de un complemento para cada
elemento.

Proposición 1. Si S po..c;ee una función de complemento entonces es un retículo
complementado.

Demostración. c:(x) es un complemento de :c. Pues por la condición
(iii), x /\ C{3:) = O; y además



Es fácil observar que los retículOll ,M'.f yNr,'véase la figura) carecen.:de fun-
ciones de complemento, aunque se trata de retículos complementados. Esto
no sucede cuando el retículo complementado es distributivo. ,

Proposición 2. En un álgebra booleana -existe una única función de comple-
mento.

Demostración.
cuestión.

A. x ~ y si y sólo si x 1\ y' = O.
Si x ~ y entonces .1; 1\ y' ~ y 1\ y' = O. y si x 1\ y' = O entonces

:1: = :1:1\1

= x 1\ (y' V y)
< (x 1\ y') V Y

= OVy

B. La función :r: 1-+ x' es una función de complemento.

La condición (iii) se satisface por hipótesis.

x" I\x' = 7:'1\ (:c')' = O, luego por (A), ;J;" ~ x. Esta desigualdad es válida
para cada elemento, luego también :r:'" = (;J:')" ~ x'; en consecuencia,
x 1\ (x")' = x 1\ XIII ~ ;J; 1\ x' := O y de nuevo por (A), x ~ :r:". Así x" = x.

Finalmente supóngase que :r: ~ y, es decir, que x 1\ y' = O; entonces
y' 1\ (x')' = y' 1\ x" = y' 1\ x = O, Y por (A), y' ~ x'.

C. Si e es una función de complemento entonces c(x) = x' para cada :1:.

Por un lado,

c(x) = c(x)l\l

= (:(:1:) 1\ (x V x')

< (c(x) 1\ :1:) V:l;
,

= OV x'

= :,.'. ,



2. Funci6n de precomplemento "

Se busca ahora una noción" un poco más general" que' la de función de com-
plemento, debilitando adecuadamente los axiomas. Las proposiciones 3 hasta
5 están encaminadas a justificar la elección de las condiciones alteradas, y en
ellas f : S -. S es cualquier función.

J.'r.9PQsicjón3. "!.-as s~guientes condicionesspn equivalentes:
.. " • l": .

a) f invierte el orden y f2(x) ~ x (para cada x ES),

b) x ~ f(y) si y sólo si f(x) ~ 11 (para cada x, y E SJ)."

(a) =* (b) Es evidente que basta probar una implicación. Si l: ~ f(l1) entonces
f(x) ~ f2(y), pero además f2(y) ~ y, luego f(x) ~ y.

(b) =* (a) De f(x) ~ f(x) se sigue ¡2(x) ~ x. Y si x ~ :1), como 1J ~ f2(y) se
tiene x ~ f (/(11)); de donde f(l:) ~ f(Y) .•

Si f invierte el orden y existen números naturales m, n tales que 1m ~ In,
entonces fm+! = fn+!. Púés;para cada x, pOflin lado

fm+!(x) =~l~(f(x» ~ fn (/(~)) = fn"+!(x),

pero por otra parte fm(x) ~ fn(x), y como f invierte el orden,

Así que si f satisface las condiciones equival.mtes. de la proposición 3 entonces
f3 = f. De aquí se sigue que f4 = f2, es decir, que f2 es idempotente. Estas
obserVa.cionés permiten reducir de manera 'considerable las condicioneH para
que f2 sea función de clausura.

Corolario 1. Supóngase que f invierte el orden. f2 es función de clausura si
y sólo si ¡2(x) ~ x (para cada x ES).

Una función de un conjunto en sí mismo es idempotente si y sólo si su recorrido
coincide con el conjunto de puntos fijos. El recíproco de la siguiente afirmación
también es cierto, y queda un ejercicio interesante: ¿la igualdad de cuáles
conjuntos equivale a la igualdad fn = f? Se observa que aquí no interviene la
estruct ura de orden de S. t -



a) el recorrido de /,

b) el recorrido de /2,

e) el conjunto de puntos fijos bajo /2.

Demostración. Es evidente qutreltect>rrido de / contiene el de /2 y que
el recorrido de una función contieneeliconjunto de puntos fijos bájola misma.
Sea, pues, x un elemento' del recorrido de /, ~sto es, :1: = / (U7) para algún
'UJ E S. Entonces .

Definición 2. Una/unción de precornplemento en S es UIJa [unción p ; S --+ S
que satisface:

ii) p2(x) ~ :1: (para cada :1: ES);

iii) x 1\ p(x) = O (para cada :1: ES).

Si p es una función de precomplemento entonces p2 es una función de clausura,
cuyo recorrido' o conjunto de puntos fijos coincide con el recorrido de p. Las
condiciones '(l) y (ii) de la definición equiva.len a que

para cada x, y E S.

En particular O~ p(x) equivale a p(O) ~ x, así que p(O) es el máximo deS.

Toda función de complemento (en particular, la función de complemento en
un álgebra booleana) es una función de precomplemento. El siguiente ejemplo
pone de presente que no toda función de precomplemento es de complemento.



(X, T) es un espacio topológif.Q: X es un conjunto y T es una. colección de, sub-
conjuntos de X, llamados abiertos, que es cerrada para intersecciones finitas y
uniones arbitrarias. La función de exterior ET : 1'(X)-.1'(X) está definida
para cada A ~ X como sigue:

La restricción de ET es una función de precomplemento en T ; los subconjuntos
que pertenecen al recorrido de esta restricción (es decir, los puntos fijos bajo la
función doble exterior Er 2 ) se 4~n~minan regular-abiertos. Cuando no todos
Íos abiertos son regular-abiertos~' eiltonces ET no es función de complemento
enT; tales el caso del espacio usual de los números reales, en el cual el abierto
(0,1) U (1,2) no es regular-abierto. .
El retículo Ns posee una (única) funciÓn de precomplemento, pues es isomorfo
al retículo de abiertos de cierto espacIOtOPOlÓgICOcon tres puntos. El retículo
M 3 carece de funciones de precomplemento.
La discusión de este inciso está encaminada hacia el siguiente resultado.

Teorema 1. El recoI'rido de una funci6n de precomplemento es un retículo
complementado.

Demostración.
en S.

A. R es subestructura de S .

.bom~R es el recorrido de la función de clausura p2, e~ cerrado para
e~tremos inferiores, y en particular es subsemireticuloinferior,?e S.

PnaRto qua p(O) aR al máximo de S, p2(O) = p(O) A p2(0); pero p(O) 1\
p2(0) = p(O) I\p (p(O» = O por la condición (iii) de la definición 1, luego
p2(O) = O. De manera que O E R.

B. La restricción de paR es una función de.clau8ura.

Es claro que p(x) E R para cada x E R, Yque la restricción de p invierte
el orden. Y por (A), la. identidad x 1\ p(x) = O es también válida en R:

Además R es el conjunto de puntos fijos bajo p2, es decir, p2(:r.) = x
para cada ;¡;'E R.

Por la proposición 1, R. es un retículo complementado. •



Si S' es un retículo completo, es decir, si todo subconjunto de S tiene extremo
inferior y superior, entonces R también es completo: porque como se indica
en la prueba de (A), es cerrado para e:x;~renws inferiores. Tal es el caso del
conjunto de regular-abiertos de un.espaciQ topológico,:9ue es cerrado para
intersecciones. Sin embargo los extreIJ;l.os superiores en R"en general no coin-
ciden con los extremos superiores que e,dstan en S. Por ejemplo, la unión de
dos conjuntos regular-abiertos del espaciode los números reales no siempre es
regular-abierto.

La siguiente noción ha sido estudiada a fondo por varios de los autores indi-
cados en la bibliografía [1, 2, 5J.

Definición 3. Una función de seudocomplemento en S es una [unción .••
S ---+ S que satisface: .'

i) x /\ y = O implica iJ ~ .'J(x) (para cada:r., y ES);

ii) x /\ .'I(:r.)= O (para cada x E B) .

.'1(:1:) = max { y E S: x /\ y = O } .

Se observa que el subconjl.J.1lto { y E S: x/\y =0 } es hereditario, luego esta
igualdad se puede expresar como sigue:

. . ..

{y ES: x /\y =.O} = (s(x)).

Corolario 3. Para una función .••: ti ---+ S la..~siguientes condiciones son
equivalentes:

a) s es [unción de seudocdmplemento en S,

b) y ~ •••(x) si y sólo si x /\ y ~ O (para cada :1:, y E ti).

Es bien posible que para algunos elementos x E ti el conjunto { yE ti: x /\ y =
O} posea:máximo y para otros nOjen caso de existir , ese máximo se podría
denominar ¡seudocomplemento de x. Es claro que un elemento puede tener
a lo'mMun seudocomplemento, luego la existencia de una (única) función
de seudocdmplemento es ec¡uivalente a la existencia de un seudocomplemento
para cada elemento.



Demostración. Por hipótesis se cumple x 1\ s(x) = O. Por la condición
(i), de 8(X)I\X = O se sigue X ~ s2(x). Finalmente si x ~ y entonces xl\s(y) ~
y 1\ s(y) =0, y denuevo por la condición (i) se obtiene s(y) ~ .'1(x) .•
En un álgebra booleana, la función de complemento es una función de seuda-
complemento. Esto se deduce fácilmente utilizando la equivalelida: (A) de la
prueba de la proposición 2.
En un espacio topológico (X, T), la función de exterior E.,.: T --+ T res-
tringida a los abiertos es una función. de seudocomplemento.En efecto, el
exterior E.,.(A) de un abierto A E T es el máximo abierto disyunto con A.
Salvo un par de condiciones sobre seO), la primera de las siguientes propiedades
caracteriza la función de seudocomplemento ..

1. x 1\ a 5 b ímplíca. x 1\ s(b) $ sea) (para. cada. a, b, x ES).

2. s2(x 1\ y) = 82(X) 1\ ,'J2(y) (para. cada. X, y E S).

1. Si xl\a :$ b entonces xl\al\s(b) :$ bl\s(b)' = O, es decir, al\(x 1\ ,'l(b» = O;
por la condición (i) de la defiriitión se: obtiene x 1\ ,'J(b) :$.'1(a.).

"'i'

2. Como.'1 es función de precomRlemento, invierte el orden y .'12lo preserva;
en consecuencia .'12(x 1\ y)$ g2(x) 1\ ,'12 (y ).

Ahora. se obs~rva que a.1\ b = O implica ,'J2(a)1\ b = O. En efecto, si a 1\ b = O,
entonces por la condición (i), b:$ .'1(a); como.'J invierte el orden, esto implica
82 (a) :$ 8 (b ), y por el corolario 3 se concluye 82 (a) 1\ b = O.

Aplicando dos veces esta implicación a la igualdad (x 1\ y) 1\ .'1(:1: 1\ y) = O se
obtiene s2(x) 1\ ,'J2(y) 1\ s(x 1\ y) = O, Y una vez más por la condición (i) se
concluye que .'l2(x) 1\ s2(y) :$ s2(x 1\ y) .•
.Elsiguiente resultado es la versión del Teorema 1correspondiente a seudocom-
plement08. Fue probado.inicialmente por V. Gliveulroen un artículo publicad9
~en1929, para el caso en que S es un retículo completo; en 12] se prueba cuando
Ses un álgebra de Heyting, en [1] cuando es un retículo distributivo y en 15]
cuando es un semiretículo con mínimo, como en esta nota.



La prueba que se presenta a continuaci6n es bastante sencilla, pues se basa en
el Teorema 1. Se observa que si bien aquí la conclusión es más fuerte que allí,
la hipótesis también es más restrictiva..

Teorema 2 (Glivenko). El recor;ido de una [unción de seudocomplemento
es un álgebl'a booleana.

Demostración. Sea R el recorrido de una función 'de seudocomplemento
s;~n S. Por la Proposi~ión 5 y el Teorema 1, R es un retículo complementado;
sean pues x, y, z E R; se mostrará que x A (y V z) ~ (:1: Ay) V z., .
Inicialmente se· observa que

~ . ,. I • \ n ~ ,. I • \\. _ 1 ("1 .~ 111
~x 1\ y) 1\ S~x 1\ y) = u, lUego ~:I:1\ .'1~x 1\ y)) 1\:tJ :::: Z, y VUI' lli liunUl:S.\;JUU .1 uto: JIi

Proposición 6, también:¡: A .'1(:1: A :1) A s(z) ~ .'1(y).

Ahora de nuevo por por la afirmación 1 de la Proposición 6, la desigualdad
(1) implica

x A S (.'1(y) A .'1(z» ~ .'1(s(x A y) A .'1(z» ,

es decir, x A (y V z) ~ (x A y) V z. •
En particular, el conjunto de regular-abiertos de un espacio topológico cons-
tituye un álgebra booleana. En este caso, y en general si S es un retículo
distributivo, el carácter distributivo del retículo R se puede probar de manera
alternativa a partir de la afirmación 2 de la Proposición 6, como sigue:

x A (y V z) = .'12(x) A s2(y Vs z)
= .'12 (x A (yVsz»
= .'12((xAy)Vs(xt\z»
= (x A y) V (x A z).

La noción de seudocomplemento aparece de manera natural en las álgebras de
Heyting. De hecho, un álgebra de Heyting se puede definir como un retículo
distributivo con mínimo y máximo en el cual cada intervalo [x, y] posee función
de seudocomplemento. El conjunto de abiertos de un espacio topológico con-
stituye un álgebra de Heyting.
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