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Métodos numéricos para la solucién de un
'~ problema inverso para un sistema no
lineal de ecuaciones en derivadas parciales

HENRY LAMOS*

Abstract

This work is devoted to numerical methods for solution of the inverse co-
efficient problem for the nonlinear differential equations. Two approaches
to solution of this inverse problem are offered. One consists in represen-
tation of unknown coefficient by some function depending on a set of
unknown numerical parameters. Then the inverse problem is solved by
gradient minimization methods of residual function using additional con-
dition. The other consist in construction of iterative process basing on
integral formula, obtanied from additional condition. A priori represen-
tation of unknown coefficient in a parametrical form in not required in

this case. The efficiency of the suggested methods are demostrated by a
number of numqrical experiments.

1. Introduccion

Los problemas inversos para ecuaciones no lineales en derivadas parciales son
en la actualidad de gran interés en la fisica matemética. Estos problemas
aparccen en procesos de la fisica del calor, de la fisico-quimica y en algunos
otros procesos. Los problemas inversos mis complejos para ecuaciones no
lineales en derivadas parciales son los de los coeficientes, en los cuales el coefi-
ciente desconocido es una funcién que depende de la solucién del problema de
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contorno dado. Uno de los posibles enfoques para la solucién de estos proble- .
mas consiste en representar la funcién desconocida en forma de cierta funcién
dada de manera explicita, dependiendo de un conjunto de parémetros. En este
caso el problema inverso se convierte en un problema de determinacién de estos
parémetros, y se resuelve por los métodos del gradiente para la minimizacién
del funcional del residuo, que se obtiene a partir de ciertas condiciones com-
piementanas _ v

Otro enfoque consxste ‘en transformar la condicién complemeuta.rm en’ una,
relaci6n integral que contiene el coeficiente desconocido. Esta relacién obtenida
permite, junto con el problema de contorno dado, construir un método iterati-
vo. Es importante decir que a priori no ge exige una representacién paramétrica -
del coeficiente desconocido.

2. Planteamiento del problema y formulacién del
teorema de unicidad para el problema inverso

Consideremos el modelo matemético del proceso de absorcién dmam1ca con
cinética de difusién mixta [1}:

vue(z,t) + au(x, t) (.'c,t) € Qr, (1)

ai(z,t) = ﬁ(u(zat) . y(:z:,t)), . (z,t) € Qr, (2)

v(z,t) = fy(z,t)), (=,t) € Qr, 3)

a(z,t) = agv(z,t) + (1- ao)c(:c 1), (z,t) € Qr, (4)
ce(z,1) = N(v(z, 1) — c(x,1)), (z,t) € Qr, )

u(0,2) = p(t), 0<t<T, (6)

a(z,0) = ¢(z,0) =0, 0<z<lI, (7

donde Qr — {(z,t):0<z<!1,0<t < T}, v, B, Y, g son constantes posi-

tivas, el coeficiente ag < 1 y f(£) es una funcién monétona creciente tal que:
f(0)=

Simplificando el probletna (1)-(7), y representando por F(£) la funcién inversa -
de f (5), obtenemos en’ !ugar de (1)—(7) el siguiente problema:

uz + au = aF(v),  (z,t) €Qr, (8)

- a1 = Bu— F(v)), (z,t) € Qr, -9

S + =8 + Au — AF(v), (z,t) € Qr, (10)
w0 =p), 0<t<T, (1)

a(cc.,O) = v(z,0) =0, 0<z <, B (12)
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Formulemos nuestro problema inverso. Dadas las constantes e, 8, ¥, A y para
t € [0, T}, sc conocen las funciones u(t) y

g(t) = u(l,t), 0<t<T. . (13)

Se debe determinar F(£), u(z,t), a(z,t), v(z,t) que satisfagan el sistema (8)-
(13). Las funciones u(t) y F(£) satisfacen las siguientes condiciones:

p € Co,T), u(0) =0, /(t)>0, tel0,T], (14)
'y |
| F € CY(—o0,00), F(0) = 0;0 < F'(§) <1, para{€ R, c; constante. ‘(15)
Demos la definicién de la solucién del problema inverso (8)—(13).

Definicién 1. El conjunto de funciones {F(£), u(z,t),a(z,t),v(x,t)} se llama
solucion del problema inverso (8)—(13) si

FeCYR),F(0)=0,0< F'(§) <c1, £€R,

F(+00) > u(T), F € C20, f(u(T)] n CH0, flu(ro))], mo € (0,7], 1O

u,a,v € C?[Qr] N CYQx); F(£), u(z,t), a(z,t), v(z,t) satisfacen (8)—(13).
En [2} se demuestra el teorema de unicidad del problema inverso.

Teorema 1. Supongamos que la funcién p(t) satisface las condiciones (14)
y u € C*0,7). Si {Fi(8),uilz,t),a:(z,t),vi(x,t)};-, o son soluciones del
problema inverso (8)—(13), entonces ui{z,t) = us(z,t), ai1(z,t) = az(z,t),
v1(z,t) = vo(z,t) en Qr, Fi(€) = Fa(€) para £ € [0,v1(0,T)).

2.1. Solucién numeérica -

Un método para resolver el problema inverso de absorcién dindmica con cinética
de difusién mixta consiste en determinar la isoterma a través de una curva de
salida dada con cierto error de aproximacion 6.

Una gran clase de estos problemas se puede resolver suponiendo de ante-
mano que la isoterma tiene cierta forma funcional; por ejemplo, la isoterma
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puede estar dada por la funcién F(§,cy,ca,-..,cn), que depende del vector de
pardmetros numéricos ¢ = {ci,¢2,...,¢n}, ¥ €l problema inverso consistirfa en
determinar este vector a través de la curva dindmica de salida dada con cierto
error de medicién. Supongamos que la funcién u(t) satisface las condiciones
(14). Denotemos por M la magnitud f(u(T)). Supongamos que la funcién
F(&,a,c,...,cn) esté definida para £ € (—€, M+€),e > 0,c = {c1,¢2,...,¢n}
pertenecen a cierto conjunto acotadc y cerrado W™ del espacic de dimensién
finita E", y la funcién F(€,c1,cp,...,cq) es dos veces derivable continuamente

‘con respecto a todos los argumentos en el conjunto

Wé‘ = {({,01,02,...,0") :E € [0,M],C€ Wn};

para cualquier ¢ € W™, la funcién F(£,¢) es analitica con respecto a £ en
inbervalo (—¢,M +¢), F{0,c) — 05 5~\§,c) 0 para .f C{ M+ ) la
correspondencia entre F(§,¢) y ¢ € W™ es biunfvoca.
Consideremos el problema de coentorno::

ug(z,t; ¢) + au(z, t; ¢) = aF(v(z,t;¢),c), (z,t) € Qr;

at(z, t; ) = B(u(z,t; c) — F(v(z,t;c);c)), (z,t) € Qr;
u(z,t;¢) + yv(z,t; ¢) = ya(z, t;¢) + Au(z,t;c)

. ~AF(v(z,t;¢),c¢), (z,t) € Qr;
u(0,t; c) = p(t), 0<t<T;
a(z,0;¢) = v(z,0;¢c) =0, 0<z <l

Este problema nos define el operador A que hace corresponder a la isoterma
F(&,c) con la curva de salida u(l,t;¢) (0 <t < T). Supongamos que para la
funcién g(t) existe el vector € € W™, tal que

AR, =3(1). )

Maés adelante demostraremos que el operador A es un operador continuo.

La funcién g(t) se conoce de manera aproximada; esto es, en lugar de g(t).se
dan la funcién gs(t) y el error de medicion § > 0 tales que

() — 95l Ly0,my < 6.

Por lo tanto debemos resolver la ecuacidn (17) con parte derecha conocida de
manera aproximada. Del teorema. ] se desprende que existe solucién tnica
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€ de la ecuacién (17) con parte derecha igual a g(t). De acuerdo con (3], la
sucesién de vectores ¢ € W™, que satisfacen la desigualdad

”AF(§, C&) - g6"Lz[0,T] < K, K constante, K > 1, (18)

tiene limite, esto es cs — € en la métrica de E* cuando § — 0; asi que, teniendo
en cuenta las propiedades de la funcién F'(£, c), tenemos

|F (&, c5) — F(€,D)llciom — 0 para 6 — 0.

En calidad de la solucién aproximada de la ecuacién (17) podemos tomar
las isotermas F(£,cs5), cs € W™, que satisfacen la desigualdad (18). Estas
isotermas las podemos obtener a partir de la minimizacién de la funcién de n
variables

o) = [ [AF(E) - a@Pdt= [ Wt - gs@Pde (19

en el conjunto W™. Para la solucién de este problema se emplean métodos del
gradiente [4]. Por lo tanto es necesario encontrar el gradiente de la funcién
®(c). En [4] se demuestra que .
® T ol B ) ‘ :
%(5) = /0 /0 |am(z,t;8) — fn(z,t;€) - Ar(z,1;8)] g—g-(v(w,t; €);€), (20)

donde las funciones m(z,t;¢é), n(z,t;¢), r(,t;c), son solucién del problema
conjugado .

mg(z,t; &) = am(z,t; ) — Bn(z,t; &) — Ar(z,t;€), (z,t) € Qr; (21)
ny(z,t;é) = —yr(z,t;8), (z,t) € Qr; (22)

ri{x,t; €) = yr(z,t; ) + F¢ (v(z,1;€); €) (Bn(z, t;€)
+Ar(z,t;¢) - am(z,t;¢)),  (x,t) € Qr;.. (23)
m(l,t;¢) =2(u(l,t;8) —gs), O0<t<T; . (24)
n(z,T;¢) =r(z,T;¢) =0, 0Lzl (25)

Consideremos ahora el segundo ‘método para resolver nuestro problema in-
Vverso.

Para esto transformemos la condicién (13) en una relacién integral. Integremos
la ecuacién (9) respecto a la variable z en'el segmento [0, ]:

foteor=6[ wens-o [ Foeoe  0)
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De las ecuaciones (8), (11) y (12) obtenemos:
o B
foena = - [ Cuena
' _ B Y }
= 2wt - 91
Reemplazando (27) en (26) obtenemos
1 . l l
(Lu)-900) = [ wiente -8 [ Folends  (28)
la solucién de la ecuacién (8)-(11) es entonces
ulz,t) — p{t)exp{-

t
z}+ o [ exp {=nlr - IR (E D)

Colocando esta representacién de la funcién u en (28) obtenemos
o [ e F(ulg 1)de = eg(t) - ult) (29)

y en lugar de la condicién complementaria (13) se considera la relacién integral
(29). Por lo tanto, para resolver el problema inverso (8)—(12), (29) construimos
el siguiente proceso iterativo. Dada la funcién F¥(£) se resuelve el problema
de contorno h

“uk 4 ok = aFk(vF), (x,t) € Qr; (30)

af = B - F*(*),  (z.t) € Qn (31)

- vF 4k = ya® 2~ AFF(wF), (z,t) € Qr;. (32)
uk(0,t) = u(t), 0<t<T; (33)

a*(x,0) = v*(z,0) =0, 0<z<l, (34)

'y S determina la funcién u*(z,t). La funcién F¥+1(£) se encuentra por la
férmula | |

FH(4(0,8)) = F* (v4(0,2)) +6(e'g(t) — u(t)
i
o ”“f)"e"‘F"(v"(e,t))dz, s

donde t € [0,T] y 6 es un pardmetro positivo. El proceso iterativo (30)—(35)
se detiene en el paso k, para el cual

llg(t) = uk(l,t)"Lz[o,T] < é.

(35)

" Ahora demostremos que el operador A es un operador continuo.
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Teorema 2. Si u;(z,t),a1(z,t),v1(z,t) ¥ uz(z,t),a2(z, t),va(z,t) son solu-
ciones del problema (8)—(12), definidas por las funciones u(t), Fi1(§) y u(t),
F»(&) respectivamente, entonces

Juz (2, t) — ua(z,t)| .<_l ki|Fi(8) - Fa(E)llco.rp,  (36)
lai(z,t) — ax(z,t)] < kellF1(€) — F2(O)llcor)y  (37)
jvi(z,t) = va(z,t)| < ksl Fi(€) — F2(E)lico,r, (38)

0<a:<l 0<t<T
0<:x:<l 0<t<T

max
0<z<1,0<t<T

donde ki, k2, k3 son constantes positivas y R =méax{fi(u(T), fa(u(T)} .

Demostracién. Representemos

g(z,t) = wui(z,t) —us(z,t);
p(z,t) = ai(z,t) - az(z,t);
w(z,t) = wv(z,t) —vo(z,t).

Entonces las funciones ¢(z,t), p(z,t) y w(z,t) son soluciones del problema

(v1 —ug), + (w1 —ug) = a(Fi(v1) - Fa(v3)), (z,t) € Qr;
(a1 — a2), = B((u1 —u2) — (Fi(v1) — F2(v2))),  (2,%) € Qr;
(v1 —v2), + (11 —v2) = y(a1 — a2) + A(ug — ug)
“A(Fi(v1) — B(w)), (z,t) € Qr;
(u1 —u2)(0,8) =0, 0<Lt<T,
(a1 — a2)(x,0) = (v1 —v)(z,0) =0, 0<z<l,

Fi(v1) — Fa(wn) =
= Fi(v1) — Fi(v2) + Fi(v2) — Fa(v2)
= /01 Fi(va(z,t) + 0 (v1(z,t) — vo(z, 1)) dO x (v1(z,t) — va(z, 1))
+Fy(v2) — Fa(ve)
= A(z,t)w(z,t) + &(z,t),
donde

Alz,t) = / Fl(v2(z, 1) + buw(z, L
O(z,t) = Fi(vofz, t))-Fz('vg(.’r t))
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Por lo tanto, las funciones ¢(z,t), p(z,t) y w(z, t) son soluciones del problema
de contorno o

gz(z,t) + ag(z,t) = a (A(z, t)w(z,t) + B(z,t)), (z,t) €QT; (39)

pi(z,t) = B (g(z,t) — Alz, huw(z,t) - B(2,t)), (=) €QT;  (40)
wi(z,t) + Bz, t)w(z,t) = yp(z,t) + Aq(z, )

-2 (®(z,t)), (z,t) €Qmr; (41)

q(0,t)=0, 0<t<T; (42)

p(z,0) = w(z,0) =0, 0<z <, (43)

o

(2.0 =7+ M(er0).

Intogrande las ecnaciones (39), (40) v teniendn las condiciones (42), (43) tene-

dzt) = a /()“’exp{_a(x_g)}(A(g,t)w(g,t)+q>(g,t))dg,
p(z,t) = —,3/:(A(z,7')w(x.7')+'~I’(J:,T))d‘r
: ot T
+ap /0 /0 exp {~a(z — &)} (A6, w(E, 7) + B(E, 7)) dédr.

Colocando las expresiones obtenidas en (41), obtenemos la siguiente ecuacién
para la funcién w(z,t):

we(z,t) + Bz, t)w(x,t) =
- "ﬁ”,/o /:exp{—a(x—a)}é(s,r)dedf
4oy [ [ exp{-ala - 9}AlE, Ywle, dear (44)
t<I> | ' d
~ov [ 8, mar - By [ Az Tyulz,7)ar - 2020, )
+a) /0 exp {—~a(z — £)}B(E, ¢))de
+a /0 " exp {—alz — £)}A(E, (€, t)de.

Ahora, integrando (44),:teniendo en cuenta (43) y cambiando el orden de
integracién, obtenemos la ecuacién integral para la funcién w(z, t):



METODOS NUMERICOS PARA LA SOLUCION DE UN PROBLEMA INVERSO...

wa) = a [ Bo@t)ew{-at—IAE e, ndkdr
t

By /0 Bu(w,t, 7) Az, T)u(z, T)d + 2(z, 1), 4
doude
By(z,t,7) = / ‘ exp{— /o * B(z, s)ds}db,
Bsy(z,t,7) = Aexp{- /:B(x,s)ds}-i-ﬂ'yBg(x,t,T), (46)

B i * B
#e,t) = a[ [ Bw,t,r)exp{-alz - )}alE, T)dgdr
_/Ot Bs(z,t,7)®(z,7)dr.

Transformando la ecuacién (45), y empleando el resolvente Ri(z,t,7) con
micleo —yBBsy(z,t,7)A(z,T), tenemos

| t |
w(z,t) = z(x,t)+/0 2(z, )Ry (z,t,T)dT
+ [ [ Bute gt ryule dear (47)
+ [ [ [ Bute ot 00l odeaor,

donde
B4(.’E, €’bt" T‘) =a exp {—C!(.’l' - g)}A(ga T)B3($, t7 T)'

Cambiando el orden de integracién en la dltima mtegral que aparece en la
ecuacion, y haciendo

. A t :
Bs(@,&,t,7) = Ba(w,6,t,7) + [ Rule,t,6)Bal,8,0,7)db,
obtenemos la ecuacién integral para w(z,t):

w(z,t) = Z(:l:,t)‘-f'/tz(x,T)R1(1:,t,T)dT

t. rx _ . (48)
+/d/o Bs(z,¢,t, T)w(¢, 7)dédr, (x,t) € Qr. .
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Resolviendo la ecuacién con la ayuda del resolvente Ra(x,&,t,T) respecto al
nicleo Bs(x,£,t,7), y cambiando el orden de integracién en la integral triple,

tenemos la siguiente representacién para la solucién de la ecuacién (41):

w(z,t) = ’z(x,t)-l-"/ 2(e,7)Ry(x,t, 7)dr
t x 0 (49)
+ /0 /0 Rs(z,6,t,7) 2 (€,7) dedr, (2,y) € Qr,
donde
t
Ry(z,6,t,7) = Ra(a,£,8,7) + / Ra(z, £, ,6) Ry (x, 6, 7)db.

La funcién R3(z,&,t,7) es acotada para cualesquiera x,£,t,7 tales que 0 <
r<£<L0LKT<L<tLT, porlotanto 0 <z <[, 0<7 <T tenemos

wz,t) < |=z,0)]+ | /o @) Rz, t,T)dr

+ |/w /t 2(§, 7)Rs (,¢,t, ) dédr) .

Acotemos la funcién z(z,t). De su representacién se desprende que para 0 <
r<,0<t<T,

|@(z,t)],

t
|z(:z: )I = 0<z <l 0<t<T

donde g3 es cierta constante positiva. Anotemos que

|®(z,8)| < |F1(va(z,t)) — Fa(va(,t))]

max
0<z<l, 0<i<T 0<z<l 0<t<T

< NF(€) = Fx(é)lcpo,r)»

0<z<l 0<t<T (=, 1) < KIHFI(O F2(€)"C[§,ﬁ], | - (50)

y la cota (38) queda demostrada. Las cotas (36) (37) se desprenden de (50),
y la expresiones de g(z,t), p(z,t).a través de w(z,t). El teorema queda de-
mostrado.

2.2. Resultados de los Experimentos Numéricos

'Presentemos los resultados de los experimentos numéricos que se lleva.ron a

cabo basados en los métodos discutidos en la seccién 2.1. Sea la funcién
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F(&c) = 1—£E o sea la funcién inversa a la isoterma f (f ) = 1 _C:izf’ y

=1, T=14Lut)=t,a=4,8=1,7y=1y =15
Para la funcién F (§ ,€1,€2), €1 =2y € = 1, con la ayuda de los métodos de
ecuaciones en diferencias finitas se calcularon los valores de la funcién g(t) =

u(l,t,¢). Después se introdujeron en ellos errores, obteniendo de esta manera
la funcién gs(t), la cual se tomé en calidad de informacién de entrada.

La minimizacién del funcional ®(c) en el conjunto
W ={c:c1 €0,3],c2 € [0,2]}

se realizé6 empleando el método del descenso mds rdpido con funciones de
castigo [5] El criterio para detener los célculos es el cumplimiento de la
demgualdad <I>(c) < 62 Enla ﬁgura 1se presentan los resultados de la solucién

= | A A PN £ n NN
acy PLULILCL.IAG yala. U = U, uUul.

F(V(z,1)

1 |
0.8}
06|
041
(XN
0 . . N N N
o 0.2 Ve 0.6 08 1 Vi)

Figura 1: 1, solucién exacta; 2, solucién aproximada; 3, aproximacién inicial.

Este método puede ser aplicado cuando a priori no se conoce la forma de

la funcién F. En este caso la aproximacién a la funcion F(¢) = 5 f ¢ se
construye con la ayuda de los polinomios de Bernstein [6]:
: . : . n . .
Bp(z) = Z c,ﬁC,ﬁzk(l - x)""’k. (51)

k=0
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El experimento numérico consistié en lo siguiente. Para la funcién dada F({ )=

5 E se calculé la funcién §(t) = u(l,t), en la cual se introdujeron errores de

medicién, obteniendo gs(t). Después con gs(t) se resolvié el problema inverso;
la funcién desconocida F(¢) se tomé en la forma (51), y se determinaron sus
parametros cy.

La minimizacién del funcional ®(c) en el conjunto
W = {c:¢i[0,5],e1 =0, ,ciy1 < ¢i, ,i=1,..,n -1}

se llevé a cabo por el método del gradiente condicionado [5] . El criterio para
detener los célculos es el cumplimjento de la desigualdad ®(c). < 6% Enla
figura 2 se presentan los resultados para un polinomio de Bernstein de grado
4 para 6 = 0,012. En el figura 3 se presentan los resultados por el método

F(V(s,1))
1}

YN
0|
04l

021

0 0.2 04 0.6 0.3 1 Vi=t)

Figura 2: 1, solucién exacta; 2, solucién aproximada; 3, aproximacién inicial.

AR

iterativo. El experimento numérico consisti6 en lo siguiéiite: Para las funciones
conocidas u(t) y F(£) se resolvié el problema directo y se determiné la funcién
g(t); después, en correspondencia con el método se resolvié el problema inverso,
y a través de la funcién g(t) se recuperd la funcién F(€). Se obtuvo el siguiente
defecto: |F — F¥|| =0, 008.



METODOS NUMERICOS PARA LA SOLUCION DE UN PROBLEMA INVERSO...

F(V(s,1)
1 L

0 0.2 na ne 0.8 1 V(,t)

Figura 3: 1, solucién exacta; 2, solucién aproximada; 3, aproximacién inicial.
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