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RESLIMEN

Sc analica el compdariamisnto de un reaclor Fioguimice de meecla perecla o estado estacionario ¥ en estado didnico,
Como pardmetros cindlioos se utilizan los proviamente identiffcRdos cipoimentalments en un teachar pur foles.

ESTADOESTABLE

La peoduccidn de binmasa en un rescior de mezcla perfecia continuo se ve afectania por pardmetros tales como
la wvelocidad de dilucidn (¥, 1a fraccidn recirculada () y los pardmetros de crecimiento (Y, K etc.) del
microorganismo que se pretende cultivar.

Lu cantidad mdxima de produecidn de biomasa para determinar condiciones de operacitn, en estado estacion-
irio, puede hallarse a parlir de I8 eeuacidn de continvidad, que simplificada, para el sistema de la Figora 1.,
queda en forma adimensional planteada asi:
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Elsignificado de 1z variable {u/D) s¢ observa cuando expresamos el balance de materia para un quimiosiato sin
recircalacion:

D Xﬂ = (D—U} X;
donde [ == FfV,

Cuando el alimento, coma en este caso, consiste de  nutriente estéril (X, = ) la poblacion <dlo puede
mantenerse cuande:

D=

0 en alra orma, cuando:

(wIy =".
Tomandn como pardmetra constante (6) la relacian de reflujo de efluente agoiado a alimento fresco, FEE, 1a
Figura 2., muastra ta variacicn de {u /D) vs. 1. La Fignra 3, enla quese ve lavariacidn de fcon r,no ¢S més que
una variacidn del rango de recirculaciones de 1a Figura 2., en donde:

1+r1

= e i i- e e W
2 14+ r-EBEE i ':2}_

e la Fipura ., pucde coneluirse que, para el sislema estudiade, para cuaiquier valor de FE/T, 1s variacidn de |a
relacidn wT2, pars valores de recircalacidn mavares de 0.4, no es significativa,

Un blanes de sostrato eondaoe a:
u ¥..[5,-8)
B 4
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Y una sencilla manipulacion malemitica leva a:
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Y, puesta que se asume como vilida Ia ecuacion cinética de Monnd,
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Las ecuaciones (33 y (4) dan los valores de concenlracidn de biomasa y sustrato en estado estacionario.
Reemplazando (4) en {3} v multiplicando por D a amibos lados de la igualdad se obtiene Ja salida dc biomasa |gf
cm’ h:

B 8D,
DX=  —= |5 — ®
i n_ -BD

[} [1a ]

Fl hallar un méximo & la ecoacian (5) por los méledos comunes (Newton, Cuasinewton, ete.) no os posible
puesto que la ecuacion e multinodal, es decir, nio existe en todo ¢l intervalo de aplicacidn de Iz ccuacidn un
dnico valor de Dy f (r) que maximice Ia salida de biomasa: Existen por lo tanto varios estados cstacionarios.

$in embarso, un andlisis de la forma como varfa b, con la recirculucion, ea conjunto con la ecuacion (5}, permite
observar que cuanto menor sea el valor de B mayor serd el de Ja velocidad de dilucidn D, es decir, menor scrd
el tiempo de residencia |, para una velocidad de crecimicnto especifica determinada, y una relacion FETF fja
T.a Figura 4., muestra la variacion de B para difercnies valores de FE/F con r como pardmetro.

1a salida méxima de biomasa, DX (Fipura 5) puede hatlarse analiticamente derivando Ja ecuacién {5} con
respecto a T El resultado ¢s:
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L ceniacion (6} es algebraica no lincal implivita en . El valor de D oblenidn corresponde 2 la salida mixms de
bicrmasa DX

D& acucrdo vom el andlisis anterior se formd uns recincuiacion de B4y ung relaridn da eflnante 3 alitiealn F5F
de 0.7, Hallade elvalor optimae de b veloodad de dilncian se puede oblensr, modiante las ecoaciones (3) v (4},
[as concentraciones de biomasa y de sustrato en estade estacionario y of posible pasar al andiisis dindmica del
sislema. T.os pardmetros del sistems (tomsdes de Marin I B (3} y log resullados obtenidos son:

Salida mavima de biomaza:

Chomeeniracitm, de sustrato:

Conceniracidn de bionraza;

Velocidad de dilucidn:

584 g/l h
3,06 uy]
7.86 a1
0,760
0728 h
1,553% =]
0,327 afn

12,081

ANALISIS EN ESTADO DINAMICO

Los balances de blomasa y sustrato del biovreactor en estado no estacionzrio se resumen on las sipuisntes

exprasiones:
X
o
b3
a
domde = 170,

¥R - [1-1nnX
E, -8 1
Y

umit SX
+- —tets {:.r:l
E 4+ 5
umﬁx S X
_ oMy - Ry
'k Ks + 5 : I: J

La linealizacitn de las ecnsciones [7] v (3] ysu colocacidn en téemines de variables de pepturbacidn (desviscitn
delestarda estacionario) es conveniente para el anélisis que campetea la Estabilidad de un Ferctor que sufre Loa
alteracitin en nna o varias de susvarisbles de entrada. Tabmadificacidn lag presenla ash:
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Los walores 2n negrilla se refieren al valor en estado- esiaclonario,

AMNATLISIS DE ESTABILADIAL

Aungue no existe una definfcion dnica ni limiwdas de lo gue s la estabilidad de un sistem, es posible considerar
algunas apreciaciones sobre ¢lla. De un proceso, puede decirse que es estable sl es autorregalatorio, ¢ decir, i
sus varlablas convergen a algin estado estable después de Introducir alguna pertusbacion. Lo otro sentido, se
ha desarrollado toda una teoria matemdtica sobre estabilidad, refiriéndose alas propiedades de las soluciones a
las cenzciones diferenciales que modelan el sistema en cuestitn, cuando se trata de ecunciones lineales. Dentro
do fas defintciones de estabilidad cualitativa sc destacan dos;

- Ustabilidad cuando cada entrada limitada en uu sistema lineal produce una salida linitada,
- Fitahilidad ciponencial, asintdticamente estable,

Elststema ¢n cocstitn en ol presente estudio g5 deserito por etuaciones no lincales pars o cual o5 necesario
ampararsc oo ¢l siguienie teorema de Lispanay:

"Sean linealizadas las ecuaciones no-lincales de un movimienlo por expansidn envariables de desviacidn,
alrededor de un punto critico particular, Si la salucidn linealizada para las variables de desviacion es
gstable, ¢l movimiento real serd estable, enalpuna vecindad del punto critico, Silo solucién linealizada es
neutralmente estable (es decir, si su ecuacidn caracteristica tiene rafces sobre €l gje Imaginario), nada
pucde decirse sobre el movimiento real, 5ila solucidn linealizada es inestable, entonces, el movimiento
real serd inestable.” : j

Las ecnaciones linealizadas (93 v (10) que describen &] sistema son de la forma

r:lxi

—— w1 ) {11)
ot

donde 1as variables {xi, 1A x“]- somun conjunio de variables de estacdo y las variables {u - “]l representan
Ios eleclos de fuentes de funciones forzanies y periurbaciones externas al sistema. Sise considera que 8, , XR
y t permanecen imperturbables se tiene el sistema descrito en términos de wariables de estado, en donde el
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comportamiento del sistemas dindmico puede set investipado asi L

dXx

— =K S8+ 5 X
ct ) -
ds

e = A8 5 A K
o A, )

Con condiciones injciales S{0) =0, 3 = 0

El sistema puede representarse de [a forma

g
——— = AX
dr
domnde,
=[5, X|
A! AZ
A=
i a

Para este caso especial, LX = AX = 7X, ¢l sistcma tendrd soluciones no triviales sélo si

det(A- ) =0

A A

= {A-DB,-D-AB =
B, B,?

(A +EJj {A" AB +4AB +B"]
. Ly S .

2

{12)

{12)

b Emadelacte sesuprimics el superindice p prrd Lag variahles de prnurhq. ifn puesta que sdlo sechahlacs de ellas; por tama debe snponsrse
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__La solucicn del sisrems serdi:
[ , Ho=C g 1] + O, exp] 2]

8 e exp[21] + C, exp[]

Zilas partes reales de 2 v 2, sum ambis negalivs, 1anto X como S cONVEITEN A C&T0 00 el tiempor v par o lanto
el sigtamn serd estable

Sila parte realde ! yo ¥, cs pasitiva, ¢] punte estacionario es inestable porque X o Soambos divergen con ong
perturhacitin. Para el hu:nrrcaLLnr considerado los eipenvalores hallados fueron:

2 = - 1,1104 + 123461
b= -1,1104 - 1,2246 4,

Incual indica que <l sisterma es estable. Esds anotar que cstes eipenvielores coinaden con los gue se abtisten al
conwaltic el sistema de ecuaciones [L2] cnvna cevacidn desogonde orden y rcsa]vcr la ecnacido caracier istica o
al usar transtormadas de Laplace,

TECNICA DEL PLANC DL [PAST

La téenica del plana de fase es olra manera de analizar la estabilidad del ststema; en & podemos analizar |a
masiera como varlala variable S con vespecio ala variable X, Er efiy, o ttempo desaparecee el aer eliminado de
las ecuaciones (12).

Dividlendo dXAlr cnme dSde obtenemeos:

dx B.5 + BX
7 (13}
s Aq AI&(

Pucsto que el inrerés g5 mantener el sistema cerca ¢ en ¢ estado estable {4X/4t = A8t = 0}, es claro, de la
ecuacidn [13], que los esrados estacionarios som ponlos criticos, En los puntos oriticos lo pendisate de 1
teayectoria €3 indefinida; por To tanty, muchas tmyeciorias puaden intersectar en estos punios. En la ernncitn
[13] pucde vere que el pune X = 0, 5 = 0 e3 un pento eritico. Por lo tenta, para el siilemsa parlicalar,
independicntemente del cstado indcial (para cuglquiar  perturbscicin aplicada), el sslema regresa 21 estado
estable on ol punia erilice (al menos desde el punte de viska matemdlice).

La visushzacitin do lafs) trayecloria(z) scpulda(s) por el sistema pucde logrmse srdlicaments, blen por el
mérodi de las ispclinas (qua no serd deserito aquil o de la integracidn divecla deYa ecuacidn 13.

Sin embarpo, la eceaciin (13) y sus condiciones iniciales no ticnen wna &0l ucidn numética determinada por lo
goe debe hallarse una solucién analltica, Despuds de un procedimiento ehporraso se llega a Ia siguisnte

=14 I, [5a1- Bearamanga (&ialamhing, 1200 Tt junta 1



satncitn:

Donde,

AS+EX=

1 -AI+A2!-3!~_-&.;E]31.A2'B:_

AB AB+AR,

1-A+AB-AB-AB,
@ s 2REeRs : _

AB-AB AR,

(AS+AX) AB AB +AB,

]
! (14)

Una gréfies de Swve. X puede abtenerse resolviendo la ecuacion implicita (14), para observar la estahilidad del
sistema. Sin embarpo, su resolucicn resultaria tan engormsa y extréemadaments demorada como |4 su integra-

cidm analilics.

La egtabilidad para un sistema como 2l de interés puede también determinarse, en €l plano de fase, a partir de
los coeffelentes de 12 covaciones ash ;

Si, para

MNodo:
Estable
Incseable

Silla:

Centro:
oo
Estahle

Inestable

£

sl

5l

si

d=(A,-B) +4A8,,

d =

”""EBl " ""‘1‘3.! <0

A B, < i}
A +B,>10

AB -AB, >0

A 4B, 0
A +B, <0

A +B,>0
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Pare ¢l presente caso D = -0.5333 (<), v A +B. = - 22208 (<0), lvego se trata de ut nodo estable como o
mostrado en 12 Figura 6.

Volviendo a la ecuacidn [11], 51 tenemos perturbaciones externas al sistema, es decir, 5i 8, | XK o r son
diferentes de cero (constanies o fanciones del tiempo), podemos analizar el comportamiente del sistema para
diferentes variaciones de cada ung de ellas, Dichas wariaciones se convierten en [as entradas del sistema y la
respuesta a ellas en las salidas. Tales variscioncs se consideran on la seceidn sigviente.

RESPULSTA DEL SISTEMA A ENTEADAS TIPICAS
31 consideramos ol sistema descrito por la ecuacion (11):

dx,
= 0 a2 U B B 1) (a1}
it

entonces el vector de funciones [orzantes {u, u,.., um} corresponderd o variaciones en S, |, XR y r con el
Hemp.

Para ol andlisis s copvenicnte rener en cuenta varfaciones tpicas tales coma Ia funcitin escaldn, impulso,
rampa, seno, ete. Aqoisc sefialan sOlo las respuestas del sistema a algunas de estas entradas.

Unlas Figuras 7 a 12 se muestran las respucstas a distintas perturbaciones en los valores de estado estacionario
de [as variables de entrada. En todzs ellas se now el retorna al esiable estable vnpmai aaun nuevo estado
estacianario. S0l sc han considerade los casos mds represen lalm‘m. 2

NOMENCLATURA
Li= longitud, M = masa, 1 = liempo.
D Welncidad de dilucidn [t1]. .
[ Alimenio fresco gue Ingresa al sistema 1eaclor sepatador JL31],
[ Tlujer elluents del wogue de mezela pertecta [L3).
FE Ilujo de nutrienie agolado elluente del separador [LY).
e Flujn de binmasa eflucnie del separador [T24].
I, Consiants de saturacin de fMonod [MT 7.
r Fraceinn recirculada fadimensional .
5 Concenlracion de susiraio en el tanque de mezela perfecta [M/LY].

= F] R 1205, Bucarmmanzn [(Crnmieal, 10155 Lnic TH



Ao tiempo [].

2% Volimen del biorreactor [LY),
i Coucentracidn de biomasa en el efluente y en ¢f tanque de mezcla perfecta [M/LY.
XE Councentracién de biomasa nutriente agotado efluente del separador [MJL?).
xR Concentracidn de biomasa en la fraccidn recirculada
[M/LA.

x5

Coeficiente de rendimiento de binmasa con respecto a sustrato [M/M].

Lelrs gricpas,

& Pardmetra definido por la covacidn (2) [adimensional]
it Velocidad especilica de crecimienio microbiano -1}
u Velovidad especifica mdxima de crecimiento microbiano
[t1]. Tiempa de residencia [t].

R Eingenvalor i

Sulindices

il . Walor inidal,

1.n Coeficienie n de las ecuaciones linealizadas {9] ¥ [11]
Superindices

] Wariable de perturbucion.

ABSTRACT

The CETR Hioreactor peclormanc: is asalizsd in stationary and tmmsient state. Kinelic  parametess were taken from
gperimantal data oblained in a batch reactar.
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