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RESUMEN

Este trabajo de investigacion presenta un planteamiento matematico para el analisis dinamico de rotores flexibles.
Parte de las expresiones de la energia cinética, potencial y funcion de disipacion de Rayleigh generadas para un
disco mediante el Método de los Elementos Finitos. Luego, integrando a lo largo de la longitud del elemento, se
obtienen las expresiones para un elemento de rotor. Aplicando las ecuaciones de Lagrange se deducen las ecuaciones
de movimiento del sistema.

La modelizacion matematica se realiza para las componentes principales: los apoyos, elementos no necesariamente
rigidos que se denominan “estaticos” aun cuando estan sujetos a vibraciones, y la parte rotativa. Las dos partes
requieren de técnicas distintas de simulacion dindmica, lo cual hace necesario aplicar, en este caso, las conocidas
“Técnicas de Sintesis de Componentes” para aprovechar los resultados obtenidos de la simulacion independiente de
cada parte. La interaccion entre la parte “estatica” y la parte rotativa, a través de los apoyos, genera unos esfuerzos
de accidn reaccion, mediante los cuales es posible acoplar los sistemas de ecuaciones de las dos partes.

El modelo matematico desarrollado, calcula los parametros modales y la respuesta en el estado estacionario y
transitorio, teniendo en cuenta, o no, el propio peso, la no linealidad en los apoyos y principalmente la flexibilidad
a torsion del rotor. El sistema de ecuaciones se linealiza a través del método iterativo de Newton Raphson y las
ecuaciones se integran utilizando el método de Newmark.

PALABRAS CLAVE: Dinamica de rotores flexibles, sintesis de componentes, no-linealidad, flexibilidad a torsion.

ABSTRACT

This job shows a mathematical formulation in order to study the torsional behavior in a flexible rotor. The model starts
calculating kinetic energy, potential energy and the Rayleigh dissipation function. From both, energy expressions
and by means of the Finite Element Method, get the finite element of a single disk. Integrating it, we can get the
expression to the rotor element. Using the Lagrange Equations is possible deduce the equations system of movement
in order to study the rotors dynamic including torsional behavior.

The mathematical model has into account the main components of the system: First, the support structure whit its
bearings, and secondly the rotative part. Both of them are modeled using different analytical technics, so it uses the
component synthesis in order to introduce the behavior of the support structure where the rotor is grounded. The
developed mathematical model calculates both, the model parameters stationary response and resolves the transitory
state.
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1. INTRODUCCION

Para estudiar el comportamiento dinamico de las
maquinas rotativas en general se hace necesario
abordar el andlisis de los rotores flexibles. Asi lo
corroboran multiples trabajos de investigacion, la
mayor parte dedicados al estudio de los rotores que
giran a grandes velocidades, aportando al desarrollo de
la capacidad de descripcion de la respuesta dinamica
de sistemas rotativos a los que se les han estudiado las
ecuaciones fundamentales del movimiento, asi como
sus condiciones de contorno.

Diferentes métodos matematicos han sido utilizados
para abordar el analisis dinamico de rotores flexibles,
entre estos se encuentran el Método de la Matriz de
Transferencia [1] y el Método de los Elementos Finitos
(MEF) [2] [3], este ultimo es el empleado en el presente
trabajo.

El MEF naci6é como un método de calculo de estructuras
y no tardd en ser aplicado a problemas de naturaleza
distinta, suponiendo un gran adelanto en el analisis de
fenomenos fisicos, entre ellos la dinamica de rotores
flexibles. Esta fue estudiada, inicialmente, a través
de elementos compuestos por vigas a flexion y discos
rigidos y posteriormente empleando elementos mas
complejos.

Los rotores flexibles tienen diferentes fendmenos
dindmicos propios de su funcionamiento 'y
configuracion; muchos de ellos han sido introducidos
en el presente modelo, entre los cuales se encuentra el
efecto giroscopico estudiado por Green [4] y Ditemberg
[5], y el esfuerzo cortante que fue introducido en estos
modelos por Timoshenko; la inercia rotatoria y diametral
de igual manera fueron ampliamente estudiadas. Otros
parametros importantes tenidos en cuenta por algunos
investigadores y considerados aqui son las cargas
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axiales, el peso, el amortiguamiento interno y los errores
de montaje como excentricidades o desalineamientos,
que dan lugar a la aparicion de fuerzas variables en el
tiempo a consecuencia de la rotacion.

La torsion en rotores ha sido ampliamente estudiada por
muchos investigadores, dedicados a plantear modelos
analiticos y procesos experimentales con el objetivo
de predecir el comportamiento dinamico de un rotor
expuesto a este tipo de cargas. Asi lo demuestran, con
sus trabajos, investigadores como Dimarogonas y G.
Massouros [6], y S. A. Paipetis [7], entre otros.

2. TECNICAS DE SINTESIS DE
COMPONENTES

Para la mejor comprension del presente trabajo, se
hace necesario iniciar haciendo especial mencion a las
denominadas “Técnicas de Sintesis de Componentes”,
habida cuenta de la complejidad que conlleva desarrollar
un modelo analitico de estas caracteristicas.

La modelizacion matematica en el presente trabajo,
se realiza para los componentes principales: apoyos,
elementos no necesariamente rigidos, que se denominan
“estaticos” aun cuando estan sujetos a vibraciones, y
elementos “rotativos” [8], ver Figura 1. Estos tltimos
presentan una problematica diferente que conduce a
la utilizacion de técnicas distintas para la simulacion
dinamica. Un analisis conjunto resultaria complejo [9].

Lastécnicas de “Sintesis de Componentes”[10] permiten
aprovechar los resultados obtenidos de la modelizacion
independiente de ambos problemas, caracterizando la
parte “estatica”, que puede considerarse lineal, a través
de sus parametros modales obtenidos en el analisis
modal experimental, para incluirla después en el modelo
de la parte rotativa. Con esto se reduce la complejidad y
el tamafio del problema dinamico.

Elemento de rotor
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Figura 1. Representacion simbolica del rotor y su acoplamiento a la estructura.
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3. PLANTEAMIENTO MATEMATICO

El sistema se ha modelizado dividiendo el rotor en dos
tipos de elementos. El primero, denominado “elemento
rotor”, define la geometria del mismo a través de su
longitud, su diametro inicial y su didmetro final, aporta
rigidez, masa, inercia y amortiguamiento al sistema.
Estos elementos vienen definidos por un par de nudos,
cada uno de ellos cuenta con cinco grados de libertad
(gdl), dos desplazamientos y dos giros, un quinto grado
de libertad es introducido para el analisis del sistema a
torsion variable. En cada uno de los nudos, anteriormente
nombrados, se puede ubicar un disco, que aporta masa
e inercia al sistema, o un apoyo que introduce unos
esfuerzos como resultado de la interaccion entre el rotor
y la parte “estatica”.

Se han deducido en primer lugar, las ecuaciones
del equilibrio dinamico correspondientes al modelo
completo, iniciando con las ecuaciones de movimiento
asociadas al rotor mediante la aplicacion del MEF
[11]. Posteriormente, se han planteado las propias de la
parte “estatica” expresada en funcion de los parametros
modales. Por ultimo, la modelizacidon matematica
desarrollada con los apoyos facilitd la expresion de
los esfuerzos que se introducen en el sistema completo
“rotor-apoyo-parte estatica” [10]. De esta forma,
el acoplamiento del sistema de ecuaciones, -parte
“estatica” y rotor- se ha llevado a cabo a través de los
esfuerzos de accion reaccion presentes en los apoyos
del rotor.

Dos sistemas de coordenadas han sido empleados para
el planteamiento de las ecuaciones de movimiento del
sistema, uno fijo y otro solidario a la seccion. Se han
obtenido las expresiones de la energia cinética, energia
potencial y de la funciéon de disipacion del sistema
en base a las coordenadas generalizadas para aplicar
posteriormente las Ecuaciones de Lagrange.

Se han considerado cinco grados de libertad por cada
nudo: dos desplazamientos (V, W) y dos giros (B, C),
que determinan el centro geométrico de la seccion y su
orientacion, y por ultimo el grado de libertad (0), que hace
referencia a la flexibilidad a torsion del rotor, ver Figura
2. Las expresiones de la energia cinética y potencial
del elemento rotor se han deducido interpolando los
desplazamientos y velocidades para cualquier seccion,
en funcion de los valores de los nudos extremos. Estas
funciones de interpolacion han sido obtenidas a través
de la Teoria de la Viga de Timoshenko.

Universidad
Industrial de
Santander '7 _I

Figura 2. Grados de libertad del “elemento rotor”.

La expresion de la energia cinética se ha obtenido
planteando, inicialmente, la energia de un disco.
Posteriormente, integrando en la longitud del
elemento mediante la aplicacion de las funciones de
interpolacion, [11], para obtener la expresion de la
energia cinética del elemento, mostradas en el ecuacion
1 y 2 respectivamente.
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Donde {¢} son las coordenadas generalizadas, [M] la
matrizdeinercia, {V'} el vector de descentramientosy [H]
es una matriz que posteriormente dara lugar a la “matriz
giroscdpica”; también estan presentes los momentos de
inercia polar y diametral del disco. Los stper indices d
y e corresponden a las expresiones referidas a un disco
y un “elemento rotor” respectivamente.

En este proceso se puede resaltar la aparicion de la
expresion para las fuerzas generalizadas al considerar
que el centro de gravedad de una seccion cualquiera no
tienen porqué coincidir con el centro de giro del rotor.

La energia potencial del rotor se ha obtenido como la
suma de la debida al momento flector (U,), al esfuerzo
cortante (U,) y la carga axial (U,) como se expresa en la
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ecuacion 3; donde queda representada la rigidez debida
al momento flector, mas el esfuerzo cortante, como [K]
y la asociada a la carga axial [4].

Uy 40U +U, = o) [k [allig G

Otra consideraciéon importante son las fuerzas
gravitatorias, las cuales afectan la expresion de la
energia potencial, agregando al sistema la ecuacion 4.

U=1{g) {P}+ IOL m,g(Jsen0 + ksen)ds 4

Las expresiones del amortiguamiento tanto interno,
producido en los elementos del rotor, como externo, que
son introducidos por los apoyos y elementos del rotor,
han sido obtenidas a través de la funcion de disipacion
de Rayleigh, donde se tienen en cuenta las coordenadas
moviles y las matrices de amortiguamiento externo e
interno, suponiendo esta tltima proporcional.

Para introducir en el sistema la flexibilidad a torsion
del rotor, que corresponde a introducir un valor de la
coordenada 0 diferente en cada nudo, se ha iniciado con
la introduccion de una fila y una columna en la matriz
de funciones de interpolacion a partir del caso con 4
gdl en cada nudo, que corresponden a las funciones de
interpolacion lineal de esta coordenada. Se han aplicado
las ecuaciones de Lagrange, lo cual conllevo a derivar
las expresiones de la energia cinética, energia potencial
y la funcion de disipacion de Rayleigh con respecto a
cada uno de los 0, presentes, y afiadir estas ecuaciones
al sistema como vectores fila y vectores columna en la
matriz de masas y en la matriz giroscopica solo vectores
fila. Desde la ecuacion 5 hasta la ecuacion 7, se muestra
un ejemplo de las expresiones que resultan al aplicar las
ecuaciones de Lagrange respecto de las coordenadas 0,
para un rotor de dos elementos y tres nodos.

Para 0 :
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Para 0.
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Las expresiones anteriores se ensamblan en el sistema
global de ecuaciones.

(7

Anadiendo por ultimo el propio peso, resulta un sistema
de ecuaciones donde [G] y [R] se pueden encontrar en
[8] y, para un rotor de seccion circular, la expresion
matricial se resume en la ecuacion 8.

_ [M] {-[H] q}+{V}}H{q}}+
gyl
—ofel[c.+[ R[] ] OH{"}}+
L ey olle
K]+ (R R] OH{‘I}}:

L 0 o/l @
() o

De forma resumida se puede escribir el sistema matricial
de la parte rotativa como sigue:

[MR]{XR} + [CR]{XR} + [GR]{XR} +
[KR ]{xR}: {FRi} + {FRe}

®)

)

Siendo [M,] la matriz de inercia, [C,] la matriz de
amortiguamiento, [G ] la matriz giroscopica, [K, ] la matriz
derigidez, {X,} el vector de coordenadas de los nudos del
rotor y {F} las fuerzas que actian sobre el mismo.

Para la parte “estatica” se plantean las ecuaciones en
funcién de los parametros modales obtenidos a través
del analisis modal experimental, ecuacion 10, que tiene
en cuenta la masa, el amortiguamiento, la rigidez, el
vector de coordenadas modales {n_}, la matriz de modos
de la parte “estatica” [®@] y las fuerzas que actian sobre
la misma, tanto internas como externas.

[m ] } [Ce] }+[k ]ne} (10)
[o] {7} +[@]"{ 1,

Finalmente, los apoyos introducen unos esfuerzos no
lineales, producto de la interaccion “rotor - apoyos -
parte estatica” y su valor sera funcion del movimiento
relativo entre las partes “rotativa y estatica” [10].
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Una vez caracterizada la parte estatica, a través de sus
parametros modales, y la parte rotativa, mediante al
MEEF, ecuacion 9 y 10, respectivamente, donde los
vectores de fuerza corresponden a la suma de fuerzas
interiores y exteriores tanto para la ecuacion de la parte
“estatica” como para la del rotor, se aplica la técnica
de sintesis de componentes a través de las fuerzas de
accion - reaccion en los apoyos, cuyo valor es igual
pero de sentido contrario, ecuacion 11. Donde “Fa” es
una funcion dependiente de las incognitas.

{fRi}:_{fei}:{Fa(xR’nebxkﬂﬁe)} (11)

El sistema de ecuaciones global, queda resumido
como se presenta en la ecuacion 12. Los subindices
AA, AB, BA y BB, mostrados en el sistema, para
algunas matrices, estan relacionados con los grados de
libertad que no son directamente influenciados por un
apoyo (para el caso “AA”); por otra parte, los grados
de libertad que son afectados directamente por un
apoyo, y las matrices con las que interactiian, emplean
el subindice (BB), esto quiere decir que en el nodo se
encuentra ubicado un apoyo.

] Lol -lEla
[0] [m] 0} b+
[N+l o I g

[GR,,+CR,,  GR,,+CR,, [0] 011({a,
GRAB + CRAB GRAA + CRAA +[Cu] - [Ca][(l)] {0} {(]3} +
[0 fol'le.]  [el+ol[clle] {0} i)
| (gl fof 0 {0}
_KRBE KRBA [0] {o} {qA (12)

KR, KR, +[k]  -[kJo]
o -[@'Tk] []+0] k]J] {0},

oo o)’ 0l{6
M o)
fRAe —{P}z [(D]T{f } —{P}
[@"{/..} AR
PAR

De este sistema matricial es de gran interés resaltar que,
“[Ca] y [Ka]” son matrices banda correspondientes al
amortiguamiento y rigidez de los apoyos.
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4. RESOLUCION DE LAS ECUACIONES

Elsistemase resuelve bajo tres hipotesis. En primer lugar
planteando un problema de vibraciones libres, en el que
se suponen nulas las fuerzas que actian sobre el sistema
y que constituye un problema de valores y vectores
propios: considerando apoyos lineales se plantea la
solucion del sistema de ecuaciones del sistema del que
se obtiene como resultado valores complejos. Segundo,
se plantea el problema de vibraciones forzadas con
fuerzas armonicas, consecuencia de descentramientos
y desalineamientos del rotor: constituye el analisis en
régimen estacionario y se resuelve para dos supuestos
-apoyos lineales y no lineales- [10]. Por tltimo, y como
complemento a lo expuesto en el presente articulo,
se ha planteado la presencia de fuerzas variables en
el tiempo actuando sobre el sistema: esto conlleva a
obtener la respuesta en régimen transitorio, integrando
las ecuaciones de movimiento en el tiempo. Existen
diferentes métodos de integracion numérica, donde el
método de Newmark ecuacion 13, es el utilizado en el
presente trabajo; asi mismo, debido a la naturaleza no
lineal del sistema, se hace necesario aplicar un método
de linealizacion, para lo cual, se ha empleado el método
iterativo de Newton Raphson para linealizarlo.

{%, 1+ {Ax}a,
{x, 1+ At{x, 1+ {Ax}a,

i+ iay

{xH—At }

{xH-Al}

{xt+At } = {xt }+ At{xr} +

5. RESULTADOS

El modelo ha sido aplicado bajo el supuesto de apoyos
lineales para la solucidon del problema de valores y
vectores propios. Se ha adoptado el supuesto de apoyos
no lineales para resolver el problema en el tiempo.

Las aplicaciones realizadas, tienen como base la topologia
de una bomba vertical, helicocentrifuga, extraible,
monofasica, estudiada ampliamente de forma teodrica
y experimental por J. M. Pintor [10] y H. G. Sanchez
[8]. El modelo analitico desarrollado ha sido validado
empleando los resultados experimentales obtenidos
por Pintor en [10]. Como conclusion del proceso
de validacion se afirma que, el modelo desarrollado
reproduce de forma fehaciente el sistema real estudiado
y que por tanto se ha procedido a realizar los estudios
de simulacion necesarios de cara al entendimiento y
comprension de la dinamica del sistema rotativo, y
particularmente al estudio de la torsion.
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En las figuras, de la Figura 3 hasta la Figura 7, se muestra
la variacion de las frecuencias naturales de vibracion, y
de los correspondientes amortiguamientos modales, en
funcion de la velocidad de giro variando la rigidez a
torsion del rotor. En estos resultados se puede apreciar
como, para valores de rigidez a torsion relativamente
bajos, los modos de torsion y los primeros de flexion
se encuentran entre mezclados. Aumentando la rigidez
a torsion, los modos de vibracion correspondientes a
la torsion se van separando de los modos de flexion.
Se puede apreciar cn claridad en la Figura 7, como los
modos de torsion estan claramente diferenciados, y
alejados, de los primeros modos de flexion. Lo mismo
ocurre para el caso del amortiguamiento, a mayor valor
de rigidez a torsion, el amortiguamiento asociado a la
torsion se va separando, claramente, de los valores de
amortiguamiento asociados a los primeros modos de
flexion, situacion que es la mas comun en los sistemas
reales.

La variacion de la rigidez a torsion se puede justificar
mediante el aumento o reduccidn de la seccion del rotor,
bajo un proceso de refinacion del disefio.
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Figura 7. Velocidad de giro vs. Frecuencias naturales; rigidez
a torsion de 1e7 N/m

Para el caso de los amortiguamientos, tal como se
comento anteriormente, tienen la misma tendencia que
las frecuencias naturales. No obstante, es interesante
resaltar la dificultad que entrafia, en la lectura de
los resultados, la presencia de modos de torsion en
el rango de frecuencias de los primeros modos de
flexion. Tal y como se puede apreciar en la Figura 8,
el amortiguamiento modal asociado a los primeros
modos de flexion se confunde con los primeros modos
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de torsion generando dificultades en la lectura de la
grafica. No obstante, la Figura 9 muestra la situacion
mas comun de los sistemas rotodinamicos.
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Figura 8. Velocidad de giro vs. Amortiguamiento modal;
rigidez a torsion de 1e6 N/m
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6. CONCLUSIONES

Se ha desarrollado un modelo analitico para el
analisis dinamico de rotores flexibles, que parte del
planteamiento de las ecuaciones de la energia cinética,
energia potencial y de la funcion de disipacion.

A partir de un modelo que considera los apoyos de
comportamiento no lineal y la estructura soporte no
tiene porque ser completamente rigida, desarrollado
por el autor, se ha introducido la posibilidad de tener
en cuenta la flexibilidad a torsion. Esto se ha logrado
agregando un grado de libertad mas a cada nudo y
desarrollando las expresiones adecuadas de energias,
para posteriormente aplicar las Ecuaciones de Lagrange.
Finalmente, las ecuaciones, referidas a este grado de
libertad, han sido acopladas al sistema global.
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Con el modelo se puede obtener los parametros modales,
simular la respuesta en estado estacionario, e inclusive
resolver el caso del estado transitorio. EI modelo tiene
en cuenta el propio peso, la carga axial, la flexibilidad a
torsion y la flexibilidad de la parte estatica.
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La validacion del modelo ha sido realizada en este
trabajo y en trabajos anteriores, durante el desarrollo del
mismo, arrojando resultados adecuados para proceder a
la realizacion de estudios de simulacion.

Diferentes pruebas relacionadas con el comportamiento
atorsion del sistema rotodinamico han sido desarrolladas
y sus resultados han sido mostrados.
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