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RESUMEN

En este trabajo se presenta la solucion numérica-analitica para el flujo de un ferrofluido en el espacio anular entre
dos cilindros concéntricos e inducido por un campo magnético rotativo. A diferencia de soluciones analiticas
presentadas en la literatura, este analisis tiene en cuenta el efecto de los términos wxM y V-VM en la ecuacion
de magnetizacion los cuales son cominmente despreciados con el fin de desacoplar el problema magnético del
hidrodinamico y entonces poder obtener una solucion analitica. No obstante, se encontr6 que su efecto es despreciable
bajo la suposicion de que el vector de magnetizacion del ferrofluido es proporcional al vector del campo magnético.
Los resultados numéricos muestran un buen ajuste con la solucién asintdtica reportadas por Chaves et al. 2010.
También se revisa el rango de aplicacion de este analisis y otros reportados en la literatura bajo la suposicion de
proporcionalidad de los vectores de magnetizacion y campo magnético.

PALABRAS CLAVE: Ferrofluido, Fluido Estructurado, Ferrohidrodinamica.
ABSTRACT

This paper presents a numerical-analytic solution for the flow of a ferrofluid in the annular gap between two
concentric cylinders induced by a rotating magnetic field. Unlike analytical solutions presented in the literature,
this analysis takes into account the effect of the terms ®xM and V-VM in the magnetization equation which are
commonly disregarded in order to decouple the magnetic hydrodynamic problem obtaining in this way an analytical
solution. However, it was found that its effect is negligible under the assumption that the magnetization vector of the
ferrofluid is proportional to magnetic field vector. The numerical results show a good agreement with the asymptotic
solution reported by Chaves et al. 2010. We also review the range of application of this analysis and others reported
in the literature made under assumption of proportionality of the vectors of magnetization and magnetic field.
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1. INTRODUCCION

Los ferrofluidos son suspensiones coloidales de
nanoparticulas magnéticas de didmetro entre 10
a 15 nm dispersas en agua o en un hidrocarburo.
Tipicamente, estas nanoparticulas (magnetita) estan
recubiertas de una capa de surfactante que previene
que las particulas se adhieran unas a otras lo que
puede llegar a desestabilizar el coloide [1]. En la
actualidad estos ferrofluidos son usados en aplicaciones
mecanicas, de transferencia de calor, microfluidica
y en diferentes aplicaciones biomédicas [2, 3]. Estos
fluidos se diferencian de fluidos tradicionales en que
responden reologicamente a la presencia de un Campo
Magnético (CM) externo ya sea estacionario, rotando
o alternando. Como ejemplo de estos comportamientos
la literatura menciona el incremento de la viscosidad
del ferrofluido en presencia de un CM estacionario [4],
el decrecimiento de la viscosidad en CM rotando [5,
6] o alternando, e incluso la generacion de flujo como
respuesta a un CM rotativo siendo este ultimo el foco de
atencion de este trabajo [7, 8].

El primer reporte del flujo de un ferrofluido en un
contenedor cilindrico y generado por un campo
magnético rotativo (Spin Up Flow) fue reportado por
Moskowitz y Rosensweig en 1967 [7]. Posteriormente
en 1969, Zaitsev y Shliomis [9] propusieron una
teoria para explicar el mecanismo generador de flujo
que asume que este es producido por la Difusion del
Momento Angular Interno (DMAI) de las particulas
hacia la matriz del fluido con posterior conversion
hacia movimiento macroscopico. El fundamento de
esta teoria, se basa en el caracter superparamagnético
de las nanoparticulas que conforman el ferrofluido.
Este hace que las particulas tiendan a alinear su
momento magnético en la direccion del campo. El
grado de alineacion depende de la relacion entre fuerzas
magnéticas a térmicas o Brownianas de forma tal que a
altas intensidades del CM donde las fuerzas magnéticas
superan las térmicas, el ferrofluido alcanza su valor de
magnetizacion de saturacion. Por lo tanto, cuando el
vector del campo magnético (H) es desplazado de su
posicion original, se genera inmediatamente un torque
(u,MxH) que tiende a alinear el momento magnético
de la particula en la direccion del CM. Esta alineacion
puede llevarse a cabo por dos mecanismos diferentes: 7)
un mecanismo de relajacion de Néel en el cual el vector
de momento magnético rota dentro de la particula, y i7)
por medio de un mecanismo de relajacion browniano,
mediante el cual el vector de momento magnético se
reacomoda por rotacion de la particula en el liquido [ 10,
11] siendo este mecanismo de relajacion importante en
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la generacion del flujo. Expresiones para los tiempos de
relajacion browniano y de Néel de las particulas son las
siguientes:

K
TH = m S T’v‘ :Lexp l . (1)
k,T Y kT

En la Ec. (1) V, y V, representan los volimenes
hidrodinamico y magnético de la particula, 1 es la
viscosidad del liquido en el cual estan suspendidas,
k, es la constante de Boltzmann, K es la constante de
anisotropia magnetocristalina de la particula y f es una
frecuencia que tiene un valor de aproximadamente 10°
Hz [1]. Como se puede corroborar de la Ec. (1), se espera
que para particulas magnéticas con didmetros mayores
de 10 nm el mecanismo de relajacion sea dominado por
el mecanismo browniano. Esta situacion se ilustra en la
Figura 1, donde se muestran las curvas tipicas para los
tiempos de relajacion de Néel y browniano, asi como
el tiempo efectivo de relajacion (z) (Ec. (2)) para un
ferrofluido que tiene como fluido base agua.
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Figura 1. Tiempos de relajacion browniano, de Néel y

efectivo en funcion del radio de las nanoparticulas. Figura
adaptada del documento Rinaldi C. [12].

Teniendo en cuenta este  comportamiento
superparamagnético, y asumiendo que el mecanismo
de relajacion es browniano, se espera que un CM
rotativo genere rotacion de las particulas suspendidas
en el liquido. Esto tiene otra gran implicacién: cuando
el ferrofluido no estd sometido a un CM, las particulas
giran a una velocidad angular promedio (w) igual a
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la mitad de la vorticidad local del fluido (*2Vxv). En
este caso, el ferrofluido se comportara como un fluido
newtoniano caracterizado por un tensor de esfuerzos
viscosos simétrico. No obstante, en presencia de un
CM rotando o alternando, las particulas tienen una
velocidad angular diferente a la vorticidad del fluido
generando esfuerzos asimétricos dentro del liquido
(/2Vxv-w). La teoria DMALI esta basada en la presuncion
de que el momento angular interno de las particulas
es difundido hacia la matriz del liquido generando
pequeiios micro vértices y movimiento macroscopico
del fluido [9]. Sin embargo, esta teoria se ha enfrentado
con varios dilemas, como por ejemplo, el hecho de
que el pardmetro fenomenoldgico que caracteriza la
difusion del momento angular interno conocido como
“spin viscosity” (") no ha podido ser determinado ni
experimental ni analiticamente de una manera rigurosa.
Mas atin, muchos investigadores se han inclinado por
tomar n'=0 en sus andlisis basados en argumentos
dimensionales los cuales predicen su valor como
despreciable [9, 13]. No obstante, estos analisis (con
1n’=0), no predicen flujo, contradiciendo la evidencia
experimental actual que ha probado la existencia de este
al interior del fluido [8, 14]. La verificacion de la validez
de esta y otras teorias ha sido realizada por medio de la
comparacion de perfiles de velocidad experimentales en
geometria cilindrica y mas recientemente el flujo en el
espacio anular entre dos cilindros concéntricos [14, 15]
en CM rotativos generados en estatores de dos polos
como también en estatores multipolos [15].

La primera solucion analitica para el flujo de un
ferrofluido contenido en el anulo entre dos cilindros
concéntricos fue abordada por Rosensweig et al. [16],
sin embargo su analisis no tuvo en cuenta el hecho que
el CM en la region ocupada por el ferrofluido no es
uniforme. Posteriormente, Chaves et al. [14] obtuvieron
una solucidén que corrige este error; no obstante su
solucion asume que el vector de magnetizacion es
proporcional al vector de CM (M = yH) lo que limita
su analisis a situaciones donde la amplitud del CM
tiende a cero.

Adicionalmente, todas las soluciones analiticas
presentadas en la literatura han sido obtenidas bajo la
suposicion que los efectos de los términos V-VM y
o x M delaecuaciondemagnetizacionsondespreciables,
con el fin de poder resolver de forma independiente el
problema magnético del hidrodinamico, un ejemplo de
esta situacion son los andlisis presentados por Chaves
et al. [14, 17] donde se uso6 el método de perturbacion
regular para resolver el problema de flujo en geometria
cilindrica y anular, no obstante, para el caso anular solo
se pudo resolver el problema de orden cero que equivale
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a asumir que los términos mencionados anteriormente
son despreciables.

En vista de la dificultad de conseguir una solucion
analitica que incluya todos los términos de la
ecuaciéon de magnetizacion, este trabajo tiene como
objetivo obtener una soluciéon numérica para el flujo
del ferrofluido en un anulo que tenga en cuenta los
términos de la ecuacion de magnetizacion comiinmente
despreciados pero manteniendo la suposicion de CM
bajos. Estos resultados son comparados con la solucion
presentada por Chaves et al., [14].

Por otro lado, otros autores como Finlayson [18],
Elborai [19], y Khushrushahi et al. [20] han obtenido
soluciones numéricas para el caso del flujo de un
ferrofluido un contenedor cilindrico usando el software
de elementos finitos COMSOL Multiphysics®, no
obstante, para flujo anular no han sido reportadas atn
soluciones numéricas.

2. PLANTEAMIENTO DEL
PROBLEMA

El problema de flujo estudiado en este trabajo se ilustra
en la Figura 2. Este analisis supone que los cilindros son
infinitamente largos y que son construidos de un material
no magnético. El recipiente con el ferrofluido esta
ubicado en el centro de un estator de un motor eléctrico
que genera un CM rotando en forma perpendicular
al eje de los cilindros y que se modela “idealmente”
usando una distribucion de corriente superficial ubicada
en r=R_y dada por la expresion:

K. =Re{Kexp[ j(Qt-0)]}i.. 3)

Ferrofluido
n, G o1’

Distribucién de Corriente Superficial
K,(r,6,t) = Re{Ke/(@-0)}

Figura 2. Cilindros coaxiales y el ferrofluido llenando
el espacio entre R <r <R, El andlisis asume que

R, —> R,
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En esta ecuacion, Q es la frecuencia de rotacion del
campo magnético, K es la amplitud del campo, j es el
nimero imaginario ( j= J-1 ) y Re indica que la funcion
K_ estd dada por la parte real de la funcion compleja
encerrada entre los corchetes. También, el modelo
supone que el estator estd envuelto en un material de
permeabilidad magnética infinita (u—o0).

Analiticamente, el caso de estudio tratado aqui es
mas complicado de resolver que ¢l problema del flujo
en un recipiente cilindrico, ya que el CM del espacio
ubicado entre R, <r<R, es no uniforme y por lo tanto se
debe tener en cuenta la densidad de fuerza magnética
(pF=uM-VH) que experimenta el ferrofluido debido
a dicha heterogeneidad. Adicionalmente la densidad
de torque magnético (pl=xMxH) que experimentan
las particulas para el caso del flujo en un cilindro es
constante en contraste al caso que se estudia en este
trabajo, donde es funcion del radio.

3. DESCRIPCION DE ECUACIONES
FERROHIDRODINAMICAS

El conjunto de ecuaciones que describen el flujo de un
ferrofluido esta determinado en primera instancia por
la ecuacion de continuidad y las ecuaciones generales
que describen el transporte de moméntum en un medio
continuo polarizable o no polarizable: la ecuacion
de moméntum de Cauchy y la ecuacion de momento
angular interno. El término polarizable en éste caso,
es aplicado a fluidos que son caracterizados por
tener una distribucion heterogénea de una propiedad
material particular a nivel microscopico, la cual tiene
consecuencias en su respuesta macroscopica. Este
tipo de fluidos son caracterizados por experimentar
esfuerzos viscosos asimétricos y por transmitir momento
angular “Couple Stresses” por contacto directo como
ha sido discutido por Dahler y Scriben [21]. Con el
fin de aplicar estas ecuaciones al caso particular de
ferrofluidos, se ha tomado las ecuaciones constitutivas
usadas para estudiar la respuesta de un fluido polar a un
campo eléctrico uniforme y rotando usadas por Condiff
y Dhaler [22] produciendo un conjunto de ecuaciones
conocidas como ferrohidrodinamicas y que son la
ecuacion de continuidad para fluidos incompresibles
(Ec. 4), la ecuacidon de cambio de momento lineal (Ec.
5) y la ecuacion de cambio de momento angular interno
(Ec. 6)
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V.v=0, 4)

P &:pg+pF—Vp—2§Vx(%va—m)
Dt (5)
+nV?v,

Do

I——=pl+n'Ve+(1+7 )V (V.
Pl =Pl Vier () (Vo)
+44(1Vxv-0).

En la Ec. (5) el segundo término del lado derecho pF
representa la densidad de fuerza magnética a la que
es sometido el fluido por efectos de la heterogeneidad
espacial del CM; el cuarto término tiene en cuenta
el hecho que el momento angular externo puede
transformarse en momento angular interno y viceversa
porel efecto del estado asimétrico del tensor de esfuerzos
[23]. En la Ec. (6), 0"y A' son los coeficientes de corte
y coeficiente volumétrico de “spin viscosity” llamados
asi por analogia con los respectivos coeficientes del
tensor de esfuerzos viscosos para fluidos newtonianos;
o es el vector de velocidad angular local promedio de
las particulas y {= 1.5¢% es el coeficiente de “vortex
viscosity” con f representando la fraccion volumétrica
de particulas en el ferrofluido [24]. En esta misma
ecuacion, el término pl tiene en cuenta sélo el torque
magnético sobre las particulas (dipolos) del ferrofluido
y puede ser interpretado como la forma como el CM
externo introduce momento angular interno al fluido.

Adicionalmente, se necesita de una ecuacién que
tenga en cuenta la desviacion de la magnetizacion
de las particulas desde su valor de equilibrio debido
a la reorientacion de las particulas y al efecto del
movimiento rotacional browniano. Esta ecuacion fue
propuesta por Shliomis [25, 26], y es conocida como la
ecuacion de relajacion de la magnetizacion:

M v.vm =me+l(M—Mm), (7)
Dt T

donde Meq es la magnetizacion de equilibrio dada por la
ecuacion de Langevin

M, = (cotha —ljg
oM, a )|H|

EnlaEc. (8), o esun parametro que determina la relacion
entre fuerzas magnéticas y térmicas que compiten por la
alineacion de los dipolos magnéticos con el CM. En esta

_ 7 M Kd’
k,T

®)
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misma ecuacion M, es la constante de magnetizacion
de dominio del material y que para el caso de magnetita
tiene un valor de 446 kA/m y p_(4nx107 Tm/A) es la
permeabilidad magnética en el vacio.

El campo magnético y la induccion magnética son
descritos por las ecuaciones de Maxwell en el limite
magneto cuasiestatico:

VxH=0, )
V- (H+M) =0. 10)

Las condiciones de frontera en la interfase para la
induccion magnética y el CM son:

n-[(M+H) - (M+H), |=0 (11)

nx[H,~H,]=0 (12)

Usando las siguientes escalas

=M g-H g_ry,
2K K

=l f=0u, p= gpr, (13)
R, U XK Q
H XK€ H XK R

determinadas por Chaves ef al. [17], y asumiendo que
los términos inerciales de las Ecs. (5) y (6) son muy
pequetios respecto a los respectivos términos difusivos;
el conjunto de ecuaciones de (4) a (10) puede ser

rescrito como: ~
V.v=0, (14)

-VH-Vp+2

k<
|\“)

xO+-<V*, (15)

AS TN
<

—~ B~
E

4n
k"

e

0=—MxH+2Vxv-46+ Ve, (16)

foll

. S . . M
Qa—l\j[+Qg§'-VM=Qg(I)><M-M+—eq, a7
ot XK

<

xH =0, 6-(1M+ﬁ):0. (18)

En estas ecuaciones, Q=Q7 es la frecuencia
adimensional de rotacion del campoy ¢ = 1 yK’t / (es
un parametro de perturbacion determinado a través de
un andlisis de escala y usado en Chaves et al. [17] para
obtener la solucion asintdtica del flujo del ferrofluido en
un cilindro usando el método de perturbacion regular.
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Adicionalmente los parametros 1, y k fueron definidos
como:

, 19)
1.1

4. MODELO MATEMATICO

4.1 Modelo hidrodinamico

Debido a la simetria axial que caracteriza esta geometria
y la suposicion de cilindros infinitamente largos la unica
componente relevante del vector de velocidad lineal es
la componente acimutal (¥,). Asi mismo, debido a que
el CM rota en forma perpendicular al eje del cilindro
se ha asumido que la Gnica componente relevante del
vector de velocidad angular es la axial (@, ). Por lo tanto,
el modelo hidrodindmico queda descrito por las dos
siguientes ecuaciones:

0=L(f,), 2540 n A Ly Byl
V0 Ty di g d PP P
S - -

0=ty 4o 2o ) g 040 140 )
Qo 7oodr nx-\ dr- 7 dr

Las Ecs. (20) y (21) estan sujetas a las condiciones de
frontera de no deslizamiento tanto para (7,) como para

(@.).
4.2 Problema Electro-Magnético

El planteamiento del modelo matematico fue realizado
de acuerdo a la metodologia empleada por Elborai [19]
que aprovecha el hecho que el CM es conservativo (Ec.
9) para introducir el concepto del potencial magnético
escalar. Adicionalmente, y como se mencion6 en la
seccion 2, se uso una distribucion de corriente superficial
para modelar el CM rotativo. Esto permite suponer que
la solucién para los vectores adimensionales del CM, la
magnetizacion y el potencial magnético escalar tienen
una forma similar y por tanto puede ser representadas
como:

(7,0,7) = Re{[ 7, (M), + /, (7)i, '), @)
M(7.0.7) = Re{[, ()i, +7, ()i, ]} (23)

W (7.0.7) = Re{y7 (7)e" ). (24)
Donde, #,, h,, i, m,, y ¥ son las componentes
complejas adimensionales de los vectores del campo
magnético, la magnetizacion y el potencial magnético
escalar, respectivamente. Usando las Ecs. (22) y (23)
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en la Ec. (17) y asumiendo que Meq~yH, se obtienen las
siguientes expresiones para 7, y i, :

h, + jOh o — Qh, B
—[—j+f2a} +&7 Q0 3 ’

(25)

i ,/z(f)za)z(f)_@. 27

~
~

Las ecuaciones de Maxwell (Ec. 18) pueden ser
reescritas como la ecuacion de Poisson para el potencial
magnético definiendo H = v\ y usando la Ec. (24):

() POV PO 2y (o

7 7

N
~

En la Ec. (28), el Gltimo término del lado derecho esta
dado por la expresion:

(e [+ ]+ Q-+ Qa

) [f(—j+f2a)z—fg2f22ﬂl}z
ﬂ[tﬂ[—j+fla+2fﬁa'] F(—j+Qa+27:0 ,B)t/?] (29)
f[—j+f)a] [sQWﬂ—)Qaq/ +7(-j+0a) }
db

+FE2QP B2 |:—£f2 vp'+ Ff)a'(/?'+ r -j +Qa

Para obtener las ecuaciones anteriores se usaron las
siguientes relaciones:

h,(7)= 4y (30)

dr’
Las condiciones de frontera para la ecuacion diferencial

(28) se obtienen a partir de las Ecs. (11) y (12):

=1, y=/, (3D
F=R /R =y, w(y)=r{~¥'(y)+xm. ()} (32)

ﬁe(’:):%'

il

4.2.1 Densidad de fuerza y torque magnético

Con el fin de resolver el sistema de ecuaciones formado
por las Ecs. (20) y (21), se obtuvieron las expresiones
promediadas en el tiempo de las densidades de fuerza
y torque magnético usando la expresion reportada por
Melcher [27]. Debe tenerse en cuenta que para este caso,
la densidad de fuerza magnética tiene componentes
en la direccion radial y acimutal, no obstante solo la
ultima de estas contribuye a la generacion del flujo. Las
expresiones obtenidas son:
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1
2 {Q4a4 + (1 +&20p? )z +20%a® (1 -0 B )}

(L), =

{gﬁ( )[Qz (az—gzﬁz)—l}—jﬁ;ﬂ_ax

& (33)
(146 (" 22"+ R 1+ (" - 2247)].

[+,

&, (a+ap) ol + F (7l - 97— | »
27 [QZ, (a+gﬁ)2 +1] ‘

En estas ecuaciones el superindice (*) indica el

conjugado de la respectiva funcién compleja.

<fe>, =

5. ESTRATEGIA NUMERICA

La solucion numérica se desarrolld a través de un
codigo escrito en el lenguaje de programacion C++.
El codigo contempla un procedimiento iterativo que
permite romper el acoplamiento entre los problemas
hidrodindmico y magnético. Las ecuaciones fueron
discretizadas usando diferencias finitas de primer
orden para los puntos interiores y de segundo orden
para las condiciones de frontera. Las iteraciones
se inician suponiendo valores para la densidad de
fuerza magnética < fg)r y el torque magnético <lz>[
promediados en el tiempo lo que permite resolver las
Ecs. (20) y (21) obteniéndose un primer estimado para
v, y @.. Seguidamente, estos resultados fueron usados
para resolver la ecuacion de Poisson de la funcion
potencial escalar ¥ (Ec. 28) lo que permite obtener
nuevos estimados de (f;) 'y (L), e iniciar una nueva
iteracion. Se usd el método de Gauss-Seidel para
solucionar simultaneamente los sistemas de ecuaciones
involucrados en el algoritmo. También se implemento
el criterio de convergencia absoluta para las funciones
de densidad de fuerza y torque magnético con un valor
de tolerancia que fue especificado en 1x1078. Para
disminuir el tiempo del calculo computacional fue
necesario usar el concepto de sobre relajacion sucesiva.
Las propiedades fisicas y magnéticas del ferrofluido
usadas en la simulacion fueron tomadas de Chaves et

al. [17].
6. RESULTADOS Y ANALISIS

Las solucion numérica obtenida es comparada en la
Figura 3 respecto a las solucion asintética reportada
por Chaves et al. [14]. Como se puede observar,
existe un buen ajuste de la solucién numérica con la
asintotica, aun cuando existe una ligera diferencia en la
magnitud de los perfiles de velocidad, atribuida a que
las ecuaciones fueron discretizadas usando diferencias
finitas de primer orden.
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La Figura 4 a) y b), muestran los perfiles de velocidad
lineal y angular para diferentes valores de k calculados
a un mismo valor de intensidad y de frecuencia de
rotacion del CM. Estos perfiles de velocidad muestran
una clara dependencia del flujo con respecto al
parametro adimensional k, lo que estd de acuerdo a
las predicciones del analisis asintético y de la teoria de
DMAL

0.4
k=20, Q=75Hz, H= 2.0mT
0.3 - ===
—Solucion asintotica ’,"

02 1 - solucionnumérica &7
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Figura 3. Comparacion de resultados numéricos con respecto
a la solucion asintotica: perfiles de velocidad lineal para el
caso del contenedor anular, obtenido con k=20, Q=75 Hz y
H=2.0mT.

En otras palabras, la magnitud del flujo tiende a cero
conforme el parametro xk—o ('—0). Este resultado
indica que el efecto del «couple stresses» (V’®) es
responsable de la generacion del flujo. Por otro lado,
los perfiles para @, muestran que la velocidad angular
de las particulas tiene un valor maximo constante para
todos los valores de k y que su magnitud tiene un efecto
significativo sobre la magnitud de @, inicamente cerca
de las superficies de ambos cilindros donde empieza
a caer rapidamente a cero forzada por la condicion de
frontera impuesta.
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Se debe resaltar ademds, que la solucion numérica
permitié obtener perfiles de velocidad para valores de
Kk > 40 a diferencia de los resultados presentados por
Chaves et al. [14] los cuales fueron limitados a valores
de « < 40 por problemas de convergencia en el calculo
numérico de una integral, que resulta al solucionar
la parte no homogénea de la ecuacion modificada de
Bessel (ecuacion de balance de momento angular
interno). No obstante, a estos valores de k altos no se
observo ninguna variante diferente a las ya esperadas.

Se debe hacer énfasis, que esta es la primera solucion
numérica que se obtiene para el flujo de ferrofluido
en una geometria anular. A diferencia de la solucion
asintdtica presentada por Chaves et al [14], el
modelo matematico usado en este trabajo tuvo en
cuenta los términos V.VM vV wxM de la ecuacion
de magnetizacion (Ec. (7)) acoplando el problema
hidrodindmico y magnético. No obstante, cuando se
obtuvieron los perfiles numéricos de velocidad lineal
con y sin los dos términos ya mencionados, no se
observo ningun efecto sobre la forma y la magnitud
de los perfiles de velocidad. Esto puede ser explicado
con ayuda de las escalas dadas en las Ecs. (13) y la
ecuacion de magnetizacion, Ec. (7). En la Ec. (7), se
puede verificar que el orden de magnitud del término
M/t es de ~10® mientras que el término convectivo y el
término de acoplamiento entre la velocidad angular de
las particulas y la magnetizacion son 103, lo cual permite
despreciarlos. Esta aproximacion es valida siempre que
la magnetizaciéon de equilibrio sea aproximada por
Meq:XH (a—0). Este analisis también es consecuente
con el analisis de escalas presentado por Chaves et
al. [17] ya que el problema de orden cero no tiene en
cuenta los términos que involucran a vy w.

3
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Figura 4. Perfiles de velocidad a) lineal y b) angular para ferrofluido en el espacio anular de cilindros concéntricos. En ambos
casos la amplitud del campo magnético permanece constante a SmT y frecuencia de rotacion del campo de 85 Hz.
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Adicionalmente, resulta necesario conocer el rango
actual de aplicaciébn de este analisis y de otros
previamente reportados en la literatura. La mas fuerte
suposicion tiene que ver con el hecho de reemplazar
la expresion de la ecuacion de Langevin (Ec. 8) por
M.q~yH lo cual equivale a tomar solo el primer término
de la expansion en serie de potencias de la ecuacion de
Langevin:
3 S
L(a)zcotha—lzg—a—+ 2
a 3 45 945

~@(a") (35)

Para entender las consecuencias de esta suposicion, la
figura 5 muestra una curva de la funciéon de Langevin
y otras aproximaciones de ésta, obtenidas a través de
la expansion de series de potencias dada por la Ec.
35, a las cuales se les ha retenido solo hasta su primer,
segundo y tercer término respectivamente. Como puede
ser observado de la Figura 5, ésta aproximacion deja
de ser valida para a > 0.3, desde donde empieza a ver
una gran discrepancia entre la curva real y la respuesta
lineal de la magnetizacion de equilibrio que se usa como
aproximacion. Teniendo en cuenta que o y € tienen una
dependencia proporcional de la amplitud del campo
magnético (K), resulta claro que este analisis y todos los
presentados en la literatura que usan esta aproximacion
son limitados a situaciones donde o y & son mucho
menores que uno. No obstante esta limitacion, analisis
numéricos como los presentados por Filayson [18]
y Khushrushahi et al. [20] y asintoticos como lo
realizados por Chaves et al. [14, 17] han sido usados
para validar la teoria de DMAI con perfiles de velocidad
experimentales realizados a valores moderados de la
intensidad del campo magnético donde probablemente
la magnetizacion de equilibrio ha llegado a su valor de
saturacion. Por tanto, estas comparaciones deben ser
realizadas solo desde un punto de vista cualitativo.

Por ultimo, las aproximaciones hechas en este analisis
estan basadas en el hecho que las densidades de torque y
fuerza magnética han sido tomadas como promedios en
el tiempo; esto con el fin de poder resolver el problema
hidrodindmico en forma estable, situaciéon que serad
analizada en una posterior comunicacion.

7. CONCLUSIONES

La solucion numérica para la geometria anular fue
obtenida usando un esquema numérico-analitico
que empled diferencias finitas. Los resultados
fueron encontrados en buen acuerdo con la solucién
asintdtica ya citada, convirtiéndose asi, en la primera
solucion numérica que se reporta de este sistema
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Figura 5. L(a)=coth(a)-o' y sus aproximaciones obtenidas
de una expansién de series de potencias truncadas en (o),
(o), @(a) versus a.

y también en la primera soluciéon de flujo que tiene
en cuenta los términos que involucran los vectores
de velocidad lineal del fluido y velocidad angular de
las particulas. Se corrobor6 que estos tienen un efecto
despreciable sobre los perfiles de velocidad bajo la
suposicion que la magnetizacion es proporcional a la
magnitud del CM lo cual se cumple para valores 0<0.3
0 €~0.06. Se debe determinar el comportamiento del
flujo a valores mas altos de o (CM altos) con el fin de
poder realizar comparaciones directas entre analisis
teoricos y datos experimentales. Adicionalmente se
debe estudiar la dependencia del tiempo del campo
magnético y la magnetizacion sobre el problema
hidrodinamico a diferencia del caso tratado aqui donde
se usan promedios en el tiempo de la densidad de torque
y fuerza magnética.
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