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REsUMEN

Se presentan los resultados parciales de un estudio de detección temprana de cáncer de cuello uterino basado en
espectroscopía de impedancia eléctrica. En el presente artículo se analiza el área de incidencia de la sonda
utilizada para la medición de la bioimpedancia eléctrica en tejido de cuello uterino empleando un modelo basado el
método de elementosfinitos (FEM).

La sonda utilizada corresponde a una sonda telrapolar propuesta por el DI' Brian Brown de la Universidad de
Sheffield, UK, la cualfue utilizada para hacer mediciones en tejido humano 1n- Vivo.

Los resultados obtenidos muestran que la zona de incidencia de la sonda de medición es aproximadamente igual al
área transversal de la misma, lo cual sugiere que el estudio histopatológico debe ser realizado a tejido con un área
transversal igual a la de la sonda de medición.

PALABRAS CLAVE: FEM, Elementos finitos, detección temprana de cáncer de cuello uterino.

ABSTRACT

11 is presented the partials results ofan early uterine cancel' detection based on eleclrical impedance spectrum. Jt is
analyzed the incidence area ofa tetrapolar probe using a finite element model (FEM). The tetrapolar probe was
proposed by DI' Brian Brown, Sheffie/d University, UK. This probe was used to study e/ectrical properties 01human
tissues 1n-Vivo.

lt was found the incidence area equal lo the transversal probe area. This suggesls a correlation between the
histopatologic study of tissue be/ow the te/rapolar probe.

KEY WORDS: FEM, Finit Element, eariy uterine cancer detcetion.
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ThTRODUCCIÓN

Según laAmerican Caneer SocietyJ, el cáncer es la segunda
causa de muerte a nivel mundial, superada sólo por la
enfermedad cardiovascular. La oportuna detección del
cáncer facilita su tratamiento, es por ello que en la actualidad
se estudian diferentes técnicas para su detección temprana
(o preclínica), prevención, tratamiento y cura.

En Santander, la alta incidencia de cáncer plantea la
necesidad de estudiar, adaptar e implementar técnicas
altenlativas que contribuyan a la detección preclínica de la
enfennedad neoplásica, es decir, la detección temprana del
cáncer. Estas técnicas alternativas se basan en el estudio
de propiedades fisicas y químicas de los tejidos. Entre las
propiedades físicas que se están estudiando para la
detección temprana de cáncer se encuentran las eléctricas
y las ópticas. De las propiedades eléctricas se destaca la
espectroscopía de impedancia eléctrica, y de las ópticas
los estudios de fluorescencia y de composición elemental
basados en técnicas plásmicas.

En los estudios de propiedades eléctricas de tejidos
utilizando espectroscopía de impedancia eléctrica es
necesario utilizar una sonda de medición que por lo general
está basada en una técnica de cuatro puntos.

Para poder correlacionar los resultados del estudio
histopatológico con las medidas de espectro de impedancia
eléctrica en tejido cervicouterino es indispensable deter
minar cuál es el área de incidencia de la sonda de medición.
Para realizar esta tarea es necesario modelar el
comportamiento eléctrico del tejido epitelial estratificado
que es el que conforma la mayor parte de la cervix.

A continuación se presenta un modelo de la conducción
eléctrica en tejido de cuello uterino, el uso de elementos
finitos para el modelado y simulación de dicha conducción
y los resultados obtenidos.

MÉTODOS DE MODELADO y SIMULACIÓN

Básicamente existen dos métodos para modelar un
fenómeno físico, estos son: los métodos analíticos y los
numérICOS.

MÉTODOS ANALÍTICOS. Estos métodos utilizan las
leyes de la física para explicar un fenómeno y el modelo
planteado tiene soluciones exactas dadas por funciones
conocidas. La desventaja de estos métodos radica en la
dificultad para encontrar soluciones analíticas a cierto tipo
de problemas, como es el caso de la conducción en medios
heterogéneos.

'www.canceLorg Última visita 11 de sepiicmbre de 2006.

MÉTODOS NUMÉRICOS. Los métodos numéricos
utilizan las leyes de la física para modelar un fenómeno, sin
embargo, la solución del modelo planteado se encuentra
utilizando métodos numéricos. En este caso la desventaja
radica en el error introducido por la aproximación numérica
realizada y los cálculos necesarios para determinar la
solución.

FORMULACIÓN DEL PROBLEMA DE

IMPEDANCIA ELÉCTRICA USANDO EL

MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS

El problema de impedancia eléctrica consiste en encontrar
el valor del potencial eléctrico para todos los puntos de un
material que es excitado con una señal de corriente
sinusoidal con frecuencia variable. Para poder dar solución
a este problema es necesario plantear cómo es la conducción
eléctrica para medios heterogéneos.

PLANTEAMIENTODELPROBLEMADE
CONDUCCIÓNELÉCI'RICAENMEDIOS
HETEROGÉNEOS.

El problema de conducción eléctrica en medios hetero
géneos ha sido estudiado, de manera macroscópica, por
algunos científicos a lo largo del último siglo. Varios fenó
menos se encuentran asociados a ésta, entre los cuales se
destaca el de las zonas de dispersión, como reporta [1];
que es explicado por primera vez, para medios isotrópicos,
por Debye en 1929. Para 1941 [2] reportó los resultados de
un estudio de dispersión eléctrica y conductividad de
absorción en medios dieléctricos heterogéneos y reportó
una expresión empírica que caracteriza su comportamiento
eléctrico, conocida actualmente como ecuación de Cole
Cale.

Sin embargo, para poder encontrar la zona de incidencia de
la sonda de medición es necesario plantear el problema de
conducción eléctrica de manera general para medios
heterogéneos, utilizando la teoría electromagnética de
Maxwell y la ley de Ohm. La ley de Ohm gobiema la
conducción eléctrica en medios conductores y la ecuación
de Gauss (una de las ecuaciones de Maxwell) rige el
comportamiento de la densidad de carga eléctrica respecto
a la divergencia del campo eléctrico a que estén sometidas.
Además, es importante tener presente que la ecuación de
continuidad de la carga debe cumplirse local y globalmente;
esto quiere decir que la carga que entra al medio debe salir
del mismo y aumentos locales de ésta deben estar
acompañados de disminuciones locales.

Otro fenómeno involucrado en la conducción eléctrica es
la generación de corrientes debido a la presencia de campos
magnéticos variables en el tiempo. Sin embargo, para las
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A continuación se presentan las expresiones que rigen la
conducción eléctrica en medios heterogéneos.
-> ->

frecuencias de oscilación menores a 1üMHz se puede hacer
la aproximación cuasiestacionaria, despreciando así la
influencia del campo magnético.

E = -\7<p
~ Op

V-J=-ot

(1) Ley de Ohm.

(2) Ley de Gauss.

(3) Aproximación cuasiestacionaria.

(4) Ecuación de continuidad de la
carga eléctrica.

PLANTEAMIENTO DEL MODELO DE ELEMENTOS
FlNITOSUTILIZANDOELMÉTODODEGARLERKIN.

El método de elementos finitos ha sido ampliamente utilizado
para modelar propiedades eléctricas de tejidos. En 1988 [3]
reportó una solución para biopotenciales de eritrocitos
sometidos a un campo eléctrico, utilizando el método de
elementos finitos y en 1990,[4], presenta un análisis del
fenómeno bioeléctrico basado en el mismo método. Para el
2000, [5] reporta el modelado y simulación de tejido epitelial
estratificado sano y neoplásico, basado en el método de
elementos finitos. Estos, entre otros trabajos sobre el tema,
utilizan el método de Garlerkin' para abordar el problema de
elementos finitos dada la simplicidad del planteamiento y
será empleado para modelar el comportamiento eléctrico
del tejido epitelial estratificado.

--7 --7
Donde J representa la densidad de corriente eléctrica; E ,
el campo eléctrico; (j, la conductividad; p, la densidad
volumétrica de carga; E, la permitividad eléctrica, y 'P el
potencial eléctrico.

Reemplazando (1), (2) Y(3) en (4), y simplificando se obtiene:

Antes de presentar el método de Garlerkin es necesario
reescribir la expresión (8) como:

A continuación se presenta el planteamiento del modelo
de conducción eléctrica utilizando el método de Garlerkin.

(5)

Sea Q el volumen que se desea modelar;f, una fuente de
excitación; 'P, el potencial eléctrico calculado; y NJpara
k=1,2,3 ... ,n ) una función de pesos de ponderación.
Además, se define el residuo no nulo, r, como:

Dada la naturaleza ondulatoria de los campos electro
magnéticos, es posible escribir el potencial eléctrico como: r = V'. (aV'<jJ)+ jillf.V'. (V'<jJ};t O (10)'

Donde ro es la frecuencia neperiana de la excitación de
voltaje.

<P =<Pr(X,y,z }Jffil (6) Para poder encontrar una solución apropiada al problema
representado por la expresión (9) se debe hacer que el
residuo r tome un valor nulo en el volumen Q. Esto se
logra imponiendo la condición de Garlerkin:

Al reemplazar (6) en (5) y simplificando se obtiene la
expresión: R=fN rdn=Ok

Q
(11)

Nótese que (7) rige la conducción eléctrica en un medio
heterogéneo. Esta expresión se suele escribir de la fonna:

(8)

Donde, (5'~(5+j(5E es la conductividad compleja.

Es importante notar que la expresión (11) minimizará el error
entre el potencial eléctrico encontrado en la simulación y el
valor esperado del mismo. Antes de encontrar las
ecuaciones para determinar el potencial eléctrico es
necesario simplificar la expresión Nkr.

Pero:

2 JlM 1. ''Thefinite element method in efectromagnetics". Wiley Inlerscience_- New York, USA. 2000 pp223
3 Este residuo debería ser nulo dado que (10) tiene la forma de (9). La razón para que no sea cero es que el potencial eléctrico en (10) es el que sc desea buscar y si
éste no coincide con el potencial real el valor del residuo r será diferente de cero.
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Si se reemplaza (12) y (13) en (11), se simplifica y se usa la

definición de conductividad compleja a'~a+jae se obtiene:

Reemplazando (1), (3) Y(14) en (11), utilizando la ley de
Gauss y reordenando ténninos se obtiene la expresión:

-> ->

I k =-ffJed S

S

(20)

(21)

Donde S representa la superficie que rodea el volumen n.

-> ->f(VNk)e (cr *vcp)in = -yNk]ed s
Q s

(15)

Donde M representa el número de elementos en que se
dividirá el volumen.

De esta manera, con las expresiones (18) a (21) queda
planteado el modelo de elementos finitos para la simulación
del comportamiento eléctrico del tejido epitelial estrati
ficado.

Ahora es necesario definir cuáles serán las funciones de
pesos, Np y cómo se obtendrá el potencial eléctrico. En el
método de Garlerkin se definen estos ténninos como:

cp = l)"J;Jx,y,z)
m

(16)

dentro del elemento
k-ésimo fuera del (17)
elemento

Nótese que la expresión (18) tiene la fonna de la ley de Ohm:

I=~V
R

Esto quiere decir que la corriente que entra al volumen Q
produce las diferencias de potencial existentes entre las
diferentes partes del material y que su valor depende de la
conductancia del mismo.

IMPLEMENTACIÓN DEL MÉTODO DE

ELEMENTOS FINITOS
Donde, i/J es un coeficiente que detennina el valor del poten
cial eléctrTco en el elemento m, y1m (x,y,z) es una función de
interpolación definida para un elemento finito tetraedral*
m dentro del volumen Q. Esta función tiene un máximo
valor de I (para el nodo que representa) y vale Ofuera del
elementom.

Reemplazando (16) en (15), simplificando y escribiendo en
notación matricial se obtiene:

Para poder implementar el método de elementos finitos es
necesario definir como se hará la división del espacio
(enmallado), el tipo de función de interpolación a utilizar y
la fonna cómo se definirá la conductividad compleja para
obtener los ténninos de la expresión (19). Además, se debe
ensamblar el sistema de ecuaciones dado por la expresión
(18). A continuación se responde a cada una de estas
cuestiones.

Km,k = f(Vh)e(cr *vJ,,,)inm

(18)

(19)

ENMALLADO YFUNCIONESDElNTERPOLACIÓN

La forma como se realice el enmallado determina el tipo de
función de interpolación a utilizar. Si se subdivide el
volumen Q en tetraedros, las funciones de interpolación
serán de la fonna de (17). También se pueden utilizar
paralepipedos para subdividir Q, en tal caso, las funciones
de interpolación tomarán la fonna de (22).

* La foona como están definidas las funciones de interpolación requiere que los elementos sean tetraedraos. Sin embargo, pueden defInirse funciones de

interpolación para paralepípedos que dividan al volumen Q, en este caso las funciones de interpolación toman la fonna:

_ _ {al, +bkx+ CkY +dkz + ~k.:l)J +)'kXZ +Yky'Z+a.k·'YZ dentro del elemento k-ésimo
NI. - fk - O fucra del demento
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Las ecuaciones se obtienen reemplazando (16) y (17) en
(15), simplificando y escribiendo en notación matricial. Al
hacer esto se obtiene:

(28)

(29)

(30)

(31)

(27)

Zl,
Z2,
Z3,
Z4,

1
Y,,
Y,

l
Y,

4
Y,

Entonces:

1 h~~'Y~,<)
1 ZlY, ,

b =_1_ 1 fk~~'Y~'Z~)
2 2

Y, Z,
k 611: 1 ~3 ' 3) y3 Z3

k fk k,y;,Zk , ,
1 fk~~'Y>~)

4 4
Y, Z,

1 X' f, ~' 1 1 ~ Zl, k k'Yk,Zk ,
1 1 x' Ik ~~ ,Y~ ,z~ Z2, ,

k - 611: 1 x' f,~: ,y>:) Z3
k , ,

1 x4 ¡;,~~,y:,z~) 4Z, ,

1 x' 1
h~~,Y~,<), Y,

1 1 x2 2 ¡;~2 2 Z2)
-- , Y, k k'Y k ' k

k 6Vk 1 x3 3 fk~: ,y>:), Y,
1 x4 4 ¡; ~4 4 z4), Y, . k k'Y k' k

(23)

(24)

(26)

(25)
~"']=

K",xk = (b",bk +C",Ck +d",dk ) fa,:,dQ",
Qm

-t -t

Ik= -f(ak+bkx +CkY +dkz )J. d S

S

{
Gk +bkX+CkY + dkz + !J¡.XY +Y rXz + lek yz +al;xyz

N, = f, ~ O (22)

dentro del elemento k-ésimo
fuera del elemento

Elementos tetraedrales: El uso de elementos tetraedrales
facilita el cálculo de lamatrizKy el vector1, sin embargo, la
subdivisión del espacio en este tipo de elementos resulta
bastante compleja y requiere la implemen-tación de
algoritmos especializados. A continuación se muestra cómo
se obtiene la matriz K y el vector 1 utilizando elemento
tetraedrales para subdividir el espacio.

A continuación se presenta el uso de funciones de inter
polación para elementos tetraedrales y paralepípedos
rectangulares. Es importante tener presente que la sim
plicidad de las funciones para elementos tetraedrales se ve
opacada por la dificultad de subdividir el espacio de esta
manera; todo lo contrario ocurre con las funciones para
elemeutos heptaedrales, en la que la dificultad radica en la
evaluación de la expresión (19).

Donde M representa el número de elementos en que se
dividirá el volumen. Para detenninar los valores de los
coeficientes d,bk'ck'dk es necesario conocer las coorde
nadas de los elementos tetraedales en los que se dividirá el
volumen Q. Suponiendo que un elemento k-ésimo está
representado por cuatro ejes con coordenadas:

2 [J •



, 56
REVISTA DE LA FACULTAD DE INGENIERíAS FI51COMECÁNICAS

(32)

(34 b)

MAPADE CONDUCTfVIDAD ELÉCTRICAPARAEL
MODELADODETEJIDOEPITELIALESTRATIFlCADO
USANDO ELEMENTOS FINITOS

Una vez planteado el modelo de conducción eléctrica es
necesario solucionarlo, para lo cual se debe resolver la
integral (19) para cada elemento del dominio. Se puede
proceder de diversas maneras, siendo la definición del mapa
de conductividad eléctrica la planteada en este trabajo
corno estrategia para resolver el modelo de elementos fmitos
expuesto anteriormente.

1 Xl 1 Zl, Y, ,
1 1 X

2 2 Z2

Vk =-
, Y, ,
3 3 Z361 X Y, ' Volumen del elemento, k

k-ésimo (32)
X

4 4 Z41 Yk k ,

3.1.2. Elementos en forma de paralepípedo rectangnlar:
En este caso la evaluación de la integral (19) representa
una dificultad debido a la cantidad de ténninos que tiene la
función de interpolación utilizada en este tipo de elementos,
(22). Para simplificar la integración se supondrá que la
conductividad compleja dentro del elemento es constante,
de esta manera (19) tornará la fonna:

nj

Reemplazando (22) en (32), integrando, dividiendu por la
conductividad compleja y simplificando se obtiene:

Donde (xo' x,), (yo' Y,) (zo' z,) representan los limites de
integración y las constantes 1y T se definen de la siguiente
fonua:

(34 a)

El mapa de conductividad eléctrica, a*, consiste en un tensor
de tercer orden, para tres dimensiones, y de segundo orden,
para dos dimensiones; el cual contiene los valores de a*
para una región definida del espacio. En la práctica, este
tensor es discreto y el número de elementos que contiene
detennina la resolución de la aproximación que se busca.

Al defmir el mapa de conductividad compleja de esta manera
es posible simular cualquier problema de propagación de
cargas eléctricas conociendo las características eléctricas
del medio a estudiar; esto hace que la discretización del
espacio, requerida por el método de elementos finitos, sea
independiente de las características del mismo, pennitiendo
así optimizar ambos procesos, tanto el de caracterizar
correctamente el medio, utilizando la conductividad
compleja, como el de discretizar apropiadamente el espacio
de trabajo.
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Tabla 1. Propiedades eléctricas usadas en el modelo del tejid04
•

Pelmitividad Conductividad
e I 1

Relativa l~j
Membrana Celular 7.12 3.00xlO-'
Membrana Nuclear 31.04 7.00xlO-'
Espacio extracelular 713 00
Espacio intracelular 85.90 0.61
Núcleo celular 145.33 0.72

Tabla 3. Número de estratos por capa.

Número de estratos
Capa superficial 4
CaDa intermedia 10
Capa parabasal 3
Capa basal 3

Tabla 2. Dimensiones de los compartimentos celulares utilizadas en el modelo5•

Dimensión de las
Espacio entre

células Relación núcleo
I}u,,] citoplasma

células

X y Z
I}u,,]

Capa superficial 65 65 15 0.01 0.05
CaDa intermedia 50 50 15 0.01 0.10
Capa parabasal 30 30 15 0.05 0.20
Capa basal 15 15 15 0.20 0.40

En la figura 1 se presenta el mapa de conductividad compleja empleado en este trabajo para modelar el
tejido epitelial estratificado y obtener la zona de incidencia de la sonda de medición de espectro de
impedancia eléctrica, las propiedades eléctricas utilizadas son presentadas en la tabla 1.

Oistrubución de célul~s en el tejido epitelial

Capa supreficial

Capa intermedia

f--'-,......l.-,--1 Capa parabasal

Capa basal

Figura 1. Parte real del mapa de conductividad compleja de tejido epitelial estratificado, 20.

4DAWN CAROL WALKER. Modeling Ihe electrical pmperties 01 cervical epithe1ium. Sheffield, UK, 2001, 250p. Tesis doctoral. University of Sheffield
Depal'tment of Medica! Physics and Clinical EJJgineel'ing.
,
¡bid.
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ENSAMBLANDO ELSISTEMADEECUACIONES

z

Para ensamblar el sistema de ecuaciones primero es nece
sario obtener la matriz K y el vector 1para cada elemento
del dominio; luego se ensamblan como es representado en
la figura 3. Se utilizaron paralepípedos rectangulares para
subdividir el espacio a modelar y se escribió la rutina en
Matlab para resolver las ecuaciones (19) y (20) (ver ítem
3.1.2). Los elementos de la matriz K representan la solución
de la ecuacíón (19) para todos los vértices del paralepípedo
suponiendo que la conductividad compleja, ?*, dentro de
éste es constante y que sus vértices se numeran como es
presentado en la figura (2).

Column" KxMxL

... t:]K Ar,lt,L

~

~
U

ColumllO 1

K ~
I,IH

Figura 3. Matriz K"nJ ensamblada a partir de las matrices K.

valor de la conductivídad compleja (ver figura 4); y

1=01···M-II =OI .. ·N-ll =01···[-1
x '" , y '" , z '"

como los índices para detenninar la posición de cada
paralepípedo dentro del volnmen.

3

78

6

y Se debe notar que la definición de l)})z' determina la
posición del vértice 1 de cada paralepípedo como se muestra
en (39).

x

Figura 3. Numeración de los vértices del paraiepípedo

rectangular.

La rutina matriz.m es invocada como se presenta en (35),
donde r es la posíción del vértíce l del paralepípedo
rectangular y tiene la fOlIDa r=[xo'Yo,zo]' Los ténninos I1x,
L1Y,& representan el ancho, largo y alto del elemento elo
la corriente que ingresa por una de las seis caras del mismo.
Ver (36).

Xo = !'u!x

Yo = !'u!y

z = !'u!o z

y

(39)

Jo = [plano xy abajo, xy alTiba, xz izquierda, xz derecha, yz atras, yz adelante] (36)

[K,I] =matriz~',!1X, l1.y, 6.z,Io) (35)

(38)

".
.•...'"

r :::::[xo,Yo,zoJ
x

Con las matrices K, para cada, elemento del volumen, se
debe ensamblar la matrizK,.m como se presenta en la figura
3, para ello es necesario indexar los ejes del paralepípedo
rectangular de tal manera que puedan ser relacionados con
el mapa de conductividad eléctrica y detenninar la posición
que ocupará cada término dentro de la matriz. De esta
manera, se definen N,M,L como el número de puntos en
que se subdividen los ejes x,y,z respectivamente (número
de paralepípedos por eje más uno); iJ,k, como números
enteros que representan las posición para detenninar el

~

Figura 4. Conductividad compleja e índices para ubicar cada

paralepípedo.

Es así como, la matriz K¡,m se ensambla superponiendo las
matrices K, de cada elemento del volumen.
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SOLUOÓN DELSISTEMADE ECUAOONES.

Dada la cantidad de elementos que componen la matriz K,
la solución del sistema de ecuaciones requiere la implemen
tación de un método iterativo para encontrar las incógnitas.
Walker et al [5] muestra que el método de reducción de
Gauss-Jordan es el indicado para obtener dichas soluciones.

donde se concentra la mayor cantidad de la corriente que
penetra en el tejido es alrededor de los electrodos de
medición. Con este resultado se puede concluir que el área
de incidencia de la sonda de medición es aproximadamente
igual a la separación entre los electrodos más dos veces el
diámetro del mismo, aproximadamente 3.6mrn;

RESULTADOS y ÁNÁLISIS

En la figura 5 se presenta la simulación del tejido epitelial
estratificado, caracterizado con el mapa de conductividad
eléctrica de la figura l. Corno se puede apreciar, la región

Dado que el diámetro de la sonda de medición es de
aproximadamente 5mm, ver figura 6, se puede considerar
que el área de incidencia de la sonda es un círculo de 5mm
de diámetro, sobre la superficie del tejido. Esto concuerda
con los resultados de [5].
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Figura 5. Simulación de conducción eléctrica en tejido epitelial estratificado.

Figura 6. Sonda tctrapolar para la medición del espectro de impedancia eléctrica.
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CONCLUSIONES

Se planteó un modelo para la conducción eléctrica en me
dios heterogéneos utilizando el método de elementos finitos
y se simuló la conducción eléctrica en tejido epitelial estra
tificado, que corresponde al tejido de cuello uterino sobre
el que se realizaron las mediciones. De los resultados
obtenidos se puede concluir que el área de contacto de la
sonda de medición (6mm de diámetro, aproximadamente)
encierra la mayor parte de la corriente inyectada al tejido.

Por otro lado, el estudio histopatológico debe ser realizado
al tejido delimitado por una circunferencia de diámetro 6mm
ubicada en la zona donde se realizan las mediciones de
espectro de impedancia eléctrica. De esta manera, los
resultados de las mediciones eléctricas pueden ser corre
lacionadas con el estudio histopatológico.
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