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RESUMEN

En el procese de asignacion de cupos escolares, en los colegios publicos del distrito de Bogota, es posible identificar
como una situacion problematica la asignacion de cupos a los estudiantes que ingresan nuevos al sisterna de educacion
pablica. Dicha asignacion puede modelarse de manera similar a un problema de asignacion con objetos repetidos, la
solucién de este problema aumenta su complejidad al considerar el gran mimero de estudiantes que deben ser asignados
y la presencia de restricciones adicionales. Se discuten en este documento estrategias de solucidn al problema de
optimizacion inherente a la asignacién de cupos, que se distancian del enfoque greedy que rige el procedimiento de
solucidn actual. Inicialmente se discute el algoritmo de generacion de columnas, especificamente el algoritmo Branch-
and-Price. Dadas las dificultades en la convergencia de este algoritmo se estudia el algoritmo de Subastas. Para cada
una de las estrategias discutidas se describen los aspectos mas importantes, se presentan los aspectos mas relevantes
de su implementacion y por ultimo se plantea la forma como podrian incorporarse dentro del proceso de asignacion
que actualmente se ejecuta

PALABRAS CLAVE: Problema de Asignacion, Generacion de columnas, Branch and Price, Algoritmo de subastas
ABSTRACT

The assignation of new students to schools could be considered a problem into the process that manages the student
places at the Bogot# educational system. It is possible to model that problem like an assignation with similar objects,
the solutions of this problem increase in complexity when consider the large number of students and other additional
restrictions. This Document explores two strategies to approach the student assignation problem, which differ from the
current “greedy” algorithm that is used into the assignation process. Initially a Branch and Price algorithm is discussed
which presents convergence problems, and then the Auction Algorithm is studied.

KEY WORDS: Assignment Problem, Column Generation, Branch and Price, Auction Algorithm.

1. DESCRIPCION DE LA SITUACION B. Estudiantes Nuevos: Aquellos que deseen acceder al
; servicio, que no se encuentran registrados come matriculados
PROBLEMATICA en la base de datog del sistema de Ia SED. Dentro de este

. . conjunto de estudiantes podrian distinguirse
Con base en la definicion del proceso de matriculas, ! P g

hecho por la Secrc.f:taﬁa de Educacién distrital (SED)’ el i. Estudiantes Nuevos transicion y primero: Aspiran
conjunto de eswdlaqtes_cublenos p?r el sector oficial es a ingresar al sistema educativo ptiblico del distrito en
caracterizado de la siguiente forma: el grado cero (0° o Transicién) y primer grado (1°).

. . . Se consideran como estudiantes nuevos, los nifios y
A. Estudiantes Antiguos: Estudiantes que se hayan nifias que han estado vinculados al DABS y el ICBF
matrl(_:ulad‘o para el afio 209? en las IED_’ CE_D’ los durante el afio lectivo anterior y que desean ingresar
colegios distritales en consecion y los colegios privados al grado de transicion en el secfor oficial

en convenio.

! Basado en la Resolucién 4040 v 5578 de 2004
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it. Estudiantes Inscritos Contra Oferta Educativa:
Interesados en ingresar al sistema educativo oficial
para cualquiera de los grados o niveles ofrecidos.
Esta poblaciéon se denomina inscritos contra oferta
educativa disponible.

26

Dentro de cada uno de estos conjuntos de estudiantes
es importante distinguir aquellos perienecientes a
grupos vulnerables {desvinculados del conflicto armado,
desplazados, hijos de desmovilizados, hijos de victimas
del secuestro y desaparicion forzada entre otros) a los
cuales se otorgara prioridad en la asignacidn de cupos.

Las etapas para desarrollar la asignacién de cupos estdn
definidas para cada uno de estos grupos de estudiantes.
Para una gran parte del conjunto de estudiantes antiguos la
asignacion de cupos se lleva a cabo mediante la estrategia
de renovacién automdtica y los procedimientos definidos
para el traslado de estudiantes ya vinculados al sistema
de educacidn pliblico. Por otra parte, la asignacién de
los estudiantes provenientes del DABS y el ICBF asi
como los estudiantes nuevos, son instancias particulares
del problema de asignacion que se desea estudiar, para
las cuales debe desarrollarse dicho proceso bajo la
consideracién de limitaciones de capacidad y restricciones
adicionales. El proceso de asignacién para este ultimo
conjunto de estudiantes se desarrolla, principalimente, de
acuerdo con el siguiente lineamiento de la SED:

“La SED asignara los cupos escolares preferiblemente
en las opciones seleccionadas por el padre, madre o
acudiente. De no existir cupo en las opciones solicitadas,
se asignara en las instituciones cercanas a su lugar de
residencia (de acuerdo con la direccién suministrada en el
formulario). Siuna vez surtido este proceso, no es posible
asignar un cupo, la SED recurrird a otras esfrategias de
cobertura”(Resolucion 4040 de 2004)

La asignacion de cupos se lleva a cabo de acuerdo con
el cronograma del proceso de matriculas, segin el cual,
se asignan primero los estudiantes del DABS y el ICBF,
luego los estudiantes vulnerables y de transicién y 1°
y por ultimo los estudiantes inscritos contra la oferta
educativa. En cada una de estas etapas se desarrollan las
estrategias definidas para la asignacién de cupos a los
estudiantes, En primer lugar, se desarrolla la asignacién
por Opciones, la cual asigna a los estudiantes con
respecto a las opciones presentadas en el formulario y
considerando las prioridades en la asignacion®; para
ello ordena los estudiantes con respecto a su prioridad
para en este orden desarrollar ¢l proceso de asignacion.
Posteriormente, aquellos estudiantes que no fueron
asignados en alguna de las opciones seleccionadas, son
asignados por georeferenciacion, es decir nuevamente se
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recorre en orden, de acuerdo a las prioridades, el conjunto
de estudiantes asignando cada uno de ellos tan cerca como
sea posible a su residencia. Por ultimo, la asignacidn por
Bloques, pretende generar estrategias de asignacion para
aquellos estudiantes a los que no fue posible asignarles
un cupo mediante las dos estrategias anteriores, haciendo
uso para ello de las distintas herramientas para ampliar la
cobertura que disefle la secretaria.

De acuerdo con la mformacidn suministrada por la SED
el total de estudiantes Nuevos inscritos hasta marzo de
2005 ascendia a 223,537 de los cuales cerca de 170,753 se
encontraban matriculados. La distribucién de la demanda
generada por los alumnos nuevos en cada uno de los grados,
hace que el problema de asignacidn involucrado en este
proceso deba considerar en algunos casos mas de 30,000
estudiantes simultAneamente®. Este hecho genera una
complejidad importante dentro del proceso de asignacion
y otorga mayor importancia a su estudio y analisis.

Respecto a la forma como actualmente se desarrolla el
proceso de asignacion de cupos en el distrito, es posible
observar su similitud con los algoritmos “greedy”
diseflados para problemas similares. Si bien permite
encontrar upa solucién factible al problema, podria
perjudicar en el objetivo de encontrar una asignacién que
favorezca a un mayor numero de estudiantes, respecto a
la asignacién de colegios mas cercanos y convenientes a
sus necesidades y expectativas.

2. FORMULACION DE PROBLEMA

Se pretende abarcar el problema de la asignacién de
cupos escolares para el conjunto de estudiantes nuevos
e inscritos contra la oferta educativa) para el sistema de
educacion oficial del distrito. De manera bastante general,
el problema puede enunciarse de la siguiente forma:

Dado un conjunto de estudiantes que aspiran a un cupo, en
determinado grado, en alguno de los colegios distrifales, y
dado un conjunio de colegios, con una capacidad (oferta)
determinada (por grado); deben asignarse los estudiantes
a los colegios, de modo que se maximice una funcion del
beneficio {en términos de la distancia y prioridades, entre
otras) para dicha asignacion.

Este problema puede formularse como se presenta en el
problema P1, que en adelante se denominara formulacion
estandar:

Sea:
I :Conjunto de Estudiantes para asignar. Indexadocon i, 1] | =n

J :Conjunto de Instituciones . Indexado con j,|J|=m

2 Estas prioridades son ¢l resultado de lz evaluacidn que hace la Secretaria de
Educacitn de las diferentes caracteristicas del estudiante; por gjemplo; el estrato socio
econdmico, el SISBEN y ¢l tipo de poblacién a la cual pertenece. Como resultado de
1a evaluacion se asigna al menor ua cierto nivel de prioridad para su asignacion.

3 Construidas a partir de ! informacidn suministrada por la Secretaria de Educacidn
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c; - Bencficio de asignar el estudiante / a la institucion f

b, : Beneficio de asignar el estudiante 7 2 la institucion j

{}, si el estudiante 7 es asignado al colegio §

X, =
¥ 10, delo contrario
Max ZZ CyXy
iel jeJ

5. inj =1 Yiel I
gt
Yx,=b, Vjed 2)
icf
x,e 01} VielavjeJ 3)

El conjunto de restricciones (1) y (2) garantizan,
respeciivamente, que cada estudiante serd asignado a
algiin colegio y que el nimero de estudiantes asignados a
un colegio particular no sobrepasara la capacidad de cupos
de este. Note que se asume que el nimero de estudiantes
que deben asignarse es igual al miimero de cupos en los
colegios; de hecho, en este problema particular esta
condicidn no se satisface; sin embargo, puede modificarse
ligeramente el problema para satisfacerla.

Es importante resaltar algunos aspectos respecto al
problema bésico presente en el proceso de asignacion de
cupos escolares (P1)

o [a estructura de este problema puede asemejarse a
algunos problemas tipicos y bien estudiados.[1] y [3]
Este hecho determinarla los distintos algoritmos que se
estudien para su solucion. Especificamente, el problema
en (P1) se asemeja a un Problema de Asignacion
Generalizada (GAP). Deigual forma, el problemaen(P1)
puede ser visto como un caso particular de vn problema
de transporte o de un problema de asignacion.

¢ E] problema en (P1) es bastante general, en el se asume
que cualquier estudiante puede ser asignado a cualquier
colegio y que las restricciones de asignacién para
todos los colegios son iguales. Sin embargo, podria ser
necesario considerar restricciones respecto a los colegios
a Jos cuales un estudiante dado puede ser asignado o las
asignaciones factibles de cada colegio.

s El valor cij que representa el beneficio de asignar el
estudiante 1 a la institucién j, es en realidad el resultado
de una funcidn que involucra aspectos como Ja prioridad
de asignacion, las preferencias expresadas por los padres
v la ubicacidn (distancia) del estudiante respecto a la
nstitucion.

Las siguientes secciones presentan algunas estrategias
que podrian emplearse para la solucién de este problema
en instancias de gran escala.

3. ESTRATEGIA DE SOLUCION;
GENERACION DE COLUMNAS

Esta estrategia de solucion se fundamenta en el principio
de descomposicion y en el uso del esquema de generacion
de colummas, ideas que fueron desarrolladas por Dantzing
y Wolfe v Gilmore v Gomory respectivamente. [9], [15]

3.1 DESCOMPOSICION DE DANTZING-WOLFE

El Problema en la formulacion estandar, P1, puede ser
entendido como la particién del conjunto de estudiantes
en subconjuntos que pueden ser asignados a cada
institucién maximizando en dicha particion el beneficio
de 1a asignacion.[12] Bajo esta Optica el problema puede
reformularse de una forma alterna considerando:

i) K, = {c{ 22 e x,{J }Conjunto de las asignaciones factibles para
la institucién 5
i) x] =k xf e, X } Corresponde a la k - ésima asignacién
factiblera la institucion j, si:

> xi=b, xh e o1} (4)
iel
iii.} Se define y{ para todo je J yk e K, como:
1, Sila asignacién factible x{ es seleccionada para
yi=4 lainstitucion j
0, en caso contrario

Asi el problema se puede formular como:

M T 3T
Jjet ke N\ il
say, Yy xiyl =1 Viel %)
jeJ kekK;
=1 VieJ (6)
EX;
yi e {0,1} VieJaVkek, N

La formulacién en (P2) se denominarla en adelante
SJormulacidn desagregada. En esta formulacion, la
restricciones (5) y (6) garantizan, respectivamente, que
cada estudiante es asignado a una institucién y que para
cada institucién es seleccionada una asignacion factible.

3.2 DESCRIPCION DEL ALGORITMO

Elalgoritmo de generacion de columnas permite resolver
la relajaciéon lineal del problema en la formulacién
desagregada(P2). Si bien e} interés recae en la solucion
del problema entero, posteriormente se evidencia la
utilidad que la solucion de la relajacién lineal tiene para
este fin.
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La idea del algoritmo es resolver el problema lineal por
medio de 1a aplicacion del Método Simplex; sin embargo,
dada la enorme cantidad de columnas (asignaciones
factibles) para cada colegio, en lugar de evaluar todas las
columnas respecto a su costo reducido, para determinar
cual debe adicionarse a la base, ¢l problema de enconirar
la columma con ¢l mayor costo reducido es en si
mismo un conjunto de m problemas de optimizacion.
El procedimiento desarrollade en el algoritmo puede
describirse de la siguiente forma.*

38

1. Inicializacion. Debe disponerse de un subconjunto
de columnas que provean el Problema Lineal Maestro
Restringido (PLMR) para ¢l cual sea posible determinar
una solucidn basica factible, de modo que cualquier
solucién basica factible del problema restringido lo es
también para el problema no restringido.

2. Prueba de Optimalidad para el Problema no
Restringido. Debe determinarse si la solucién factible
encontrada es Optima para el problema restringido, para
ello se determina si es posible hallar una columna con
costo reducido positivo para adicionar a la base, usando
para ello los precios duales asociados a la solucion del
problema restringide. De no existir dicha columna la
solucidn actual de problema restringido es ¢ptima, y
también lo es para el problema no restringido.

3. Generacion de una Nueva Columna. En caso de
no satisfacerse las condiciones de optimalidad, una (o
varias) columna con costo reducido positivo debe ser
adicionada generdndose un nuevo Problema Maestro
Restringido, el cual puede ser reoptimizado para volver
al segundo paso del algoritmo.

3.3 CONVERGENCIA PEL ALGORITMO

Para e] algoritmo de generacion de columnas es conocida
su convergencia lenta; lo cual genera que el algoritmo
requiera de un tiernpo considerable hasta obtenerla
optimalidad de la solucién e incluso tarde en decretar
la optimalidad de soluciones éptimas degeneradas. Este
hecho se conoce como el efecto Tailing-off. [15]

Dos aspectos se destacan en la literatura respecto al
problema de convergencia del algoritmo y su aplicacién
al problema de asignacion o transporte. En primer lugar el
problema presenta una notoria degeneracidn, lo cual puede
afectar la eficiencia del algoritmo [3]. El segundo aspecto,
es el comportamiento del valor de las variables duales;
estas variables presentan grandes oscilaciones durante el
proceso de solucion, la ausencia de este comportamiento
es vista como una propiedad deseable [15].
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3.3.1 Estrategias de Estabilizacion

Con el fin de atenuar ef problema de convergencia
lenta y degeneracion en la aplicacion del algoritmo de
generacidén de columnas, se han propuesto diferentes
procedimientos, principalmente enfocados a la
estabilizacion de los valores duales.[10] Una estrategia
de simple aplice ™, sugiere formular el problema
de modo que las 1cumicciones de igualdad puedan ser
sustituidas por desigualdades, sin alterar el valor de la
soluciém optima. El hecho de sustituir Ias restricciones
de igualdad por desigualdades restringe el valor de las
variables duales a ser bien sea no negativas o no positivas
en lugar de ser variables libres en signo, este hecho
reduce la oscilacion de dichas variables. El cambio en las
restricciones de asignacion de los estudiantes reduce las
oscilaciones en la solucidn dual; sin embargo, lasolucion
de ambas formulaciones presenta evidencia del efecto de
tailing-off, lo cual sugiere la necesidad del uso de otras
estrategias de estabilizacién para mejorar la convergencia
del algoritmo. Para este problema en particular se decidid
hacer uso de un método de estabilizacién y aceleracion
del algoritmo cuya principal caracteristica es permitir su
implementacién en el marco de la programacion lineal.
La estrategia empleada se describe detalladamente
en [197%, a continuacién se presentan los aspectos més
relevantes al respecto:

Considere el siguiente programa lineal (P), factible y
acotado, y su correspondiente dual (D), en donde (P) tiene
un nimero considerable de variables y se hace uso del
algoritmo de generacion de columnas para su solucion.

PROBLEMA PRIMAL (P) PROBLEMA DUAL (D)

Max ¢'x Min b™n
s.z2. Ax=h sa ATm>e
x20

Una forma de atenuar la degeneracién en la solucidn es
mediante la perturbacion de (P), adicionando variables
de holgura y de exceso acotadas. Alternativamente,
podria vsarse penalizaciones explicitas para las variables
duales. La estrategia propuesta en [19] combina el
método de perturbacién y de penalizaciones explicitas,
de la siguiente forma:

Se define el programa lineal(PF) y su correspondiente dual (D)
PROBLEMA PRIMAL (P) PROBLEMA DUAL ()
Max ¢"x -7y +87y" Min BTR+e v+e'w

s.a. AY-y +y  =b sa. AT>c
y <& -HF+v= -8
vy <e* A+W=d

Ly L,y 26

En el problema primal ("P), 3~ y y* son vectores de
variables de exceso y holgura, con cotas superiores &

4 Basado en [13]. Una mejor descripeion, con mayor nivel de detalle, def algoritmo
de generacion de columnas se presenta en [7] ’

5 Una implementacién particular de esta estrategia para la solucidn del problema
GAP puede consultarse en {20]
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y &%, respectivamente. En el problema Dual ("D), las
dos ultimas resiricciones pueden reescribirse como
S—w<a<d+v la cual cuantifica la penalizacién de las
variables duales m.[19]. Observe que la solucion de los
dos problemas, P y "P, son iguales cuando se satisface
que & = = 0, lo cual motiva el ajgoritmo de solucién.
Asi, el algoritmo empleado es esencialmente el mismo
planteado anteriormente; sin embargo, es necesario
observar algunas consideraciones a la actualizacion de
los nuevos parametros (8, & y &%)

La implementaciéon en Mosel del algoritmo permitid
correr instancias de prueba. Las Figura 1. presenta el
resultado de aplicar la estrategia de estabilizacién en la
formulacién en la cual la restriccion de asignacion de
cada estudiante se cambié por desigualdad. La imagen
presenta un detalle de las primeras iteraciones, -hasta
alcanzar optimalidad en el algoritmo estabilizado.

80000 !

70000 Fadd
o e FROES taih
u: 1 |———DioEstad
S
s e PEStED
s - [Estal

0 v T — T

1 51 101 181 20 251

teracién
Figura 1. Generacién de Columnas. Estabilizacion del algoritmo

Es posible observar como el numero de iteraciones
requerido hasta encontrar la solucién dptima se reduce
considerablemente, pasando en este caso de mas de 1200
iteraciones a cerca de 250 iteraciones. Adicionalmente,
puede verse como la variabilidad de la solucién dual
se reduce, principalmente a partir de cierto nimero de
iteraciones iniciales.

3.4 SOLUCION DEL PROBLEMA ENTERO
(NO RELAJADO) P2

Un aspecto de importancia respecto a la solucién del
problema entero esta refacionado con el hecho de que
la sotucion de ambos problemas, 1a relajacion lineal y el
problema entero, coinciden. Dada esta consideracion, el
algoritmo de gencracién de columnas puede usarse para
determinar la solucion del problema bdsico de optimizacion
mmerso en el proceso de asignacion de cupos escolares;
sin embargo, es importante sefialar, que la solucién de
instancias con restricciones adicionales, es decir que no
correspondan a la forma bdsica del problema presentado,
no necesariamente satisfacen que la solucién del problema
relajado sea entera, en cuyos casos Serd necesario recurrir
a algoritmos como el de Branch-and-Price.

4, ESTRATEGIA DE SOLUCION:
ALGORITMO DE SUBASTA

Esta seccion describe la generalizacion del algoritmo
de subasta para problemas de asignacion, de modo que
permita la solucidn del problema particular en (P1).

4.1 DESCRIPCION DEL ALGORITMO DE SUBASTAS

En el problema clasico de asignacién hay n personas
(estudiantes) y n objetos (cupos) gue deben serles asignados.
La asignacion del cupo f al estudiante i genera vun beneficio
¢, se pretende asignar los cupos a los estudiantes de modo
que se maximice el beneficio total obtenido.

Sea § una asignacion, es decir el conjunto de pares
estudiante-cupo (i, ), de modo que cada estudiante i
y cada cupo j esta presente en méximo un par en S. si
el nimero de pares en 8 es n entonces se dice que S es
factible, en caso confrario se dice que no es factible. Se
pretende entonces encontrar una asignacion S factible, la
cual sea Optima, es decir que maximice Z c.

i,

s

Definiendo este como ¢l problema de asignacidn primal,
puede observarse la equivalencia con un problema de
flujo en redes de Programacién Lineal,

Para comprender intuitivamente el algoritmo es
importante destacar un problema de equilibrio econdémico
equivalente al problema de asignacion. Considere
la asignacién de »n objetos a n personas a través de un
mecanismo de mercado, donde cada persona corresponde
a un agente econdmico gue busca su maximo beneficio
personal. Suponiendo que cada objeto j tiene un precio
p; y que la persona a la cual le sea asignado el objeto
pagaria este precio por el, el valor del objeto j para la
persona i ¢s ¢, —p,y cada persona i pretendera que le sea
asignado el objeto j, con méximo valor, es decir:

& —P; =max {Cz'k “pk} \_/(l:k) €S (8)

ket
El sistema estaria entonces en equilibrio, debido a
que ninguna persona estaria incentivada a actuar
unilateralmente, para buscar otro objeto diferente al que
le ha sido asignado. [5]

Si bien la interpretacion economia del algoritmo permite
su comprension intuitiva, una relacién fundamental existe
entre el equilibrio econdmico sefialado y el programa
lineal correspondiente: una asignacién S que genera dicho
equilibrio, ofrece el maximo beneficio total, resolviendo el
problema de asignacidn, mientras que el correspondienie
conjunto de precios p, resuelve el problema dual asociado.
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Es decir, una asignacion factible § y un vector de precios
p,son primal y dual optimos simultineamente si y solo si
cada persona fogra su maximo beneficio (utilidad) siendo
asignada al objeto que le ofrece mayor valor, puede
mostrarse gue este hecho corresponde a las condiciones
de holgura complementaria. En [5] y {6] se demuestra
esta refacidn.
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Un primer algoritmo para encontrar una asignacién §
que genere el equilibric y el vector de precios asociado
se desarrolla en iteraciones. Al comenzar cada iteracion
las condiciones de holgura complementaria (8) son
satisfechas por todos los pares (7, j} € §; si todas las
personas han sido asignadas el algoritmo termina, en caso
contrario una de las personas que no ha sido asignada es
-seleccionada y se desarrolla una mueva iteracion. Cada
una de las iteraciones esta compuesta de dos fases:

1. Fase de Oferta: Para una persona i en el conjunto de
personas no asignadas, se determina el objeto que genera
el mayor valor J,

ji e arg max {¢,~ p,—}=v,j; ©
jed
Se calcula ademds la oferta de la persona i por el objeto
J; »dadapor,
bii? =P V.-, a0
Donde, w, es ¢l mejor valor (Cij - pr) para otro objeto
diferente de J;

2. Fuase de Asignacidn: Se asigna el objeto j: ala
persona i, dado el caso en el cual este objeto ya estaba
asignado a otra persona, entonces esta entra a formar
parte del conjunto de personas no asignadas. Por ultimo
se incrementa el precio del objeto de modo que este se
haga igual a la oferta hecha por 7, es decir, el nuevo precio
del objeto sera, bﬁ;

El algoritmo continta hasta que el conjunto de personas
a las cuales no se ha asignado algiin objeto esta vacio. En
el algoritmo descrito podria generarse un ciclo infinito
cuando mas de un objeto ofrece la maxima valoracién, lo
cual genera que el precio de los objetos no cambie y el
algoritmo se atasque.[14] Para salir de el ciclo generado,

se introduce un mecanismo de perturbacion®.

Sea gun valor escalar fijo positivo, se dice que una asignacidn
Sy un vector de precios p satisface las e-condiciones de
holgura complementaria, (g — CS), si se satisface:
V({i,kyes

¢, —p,zmax {c, — p, -¢ an
keS

6 Motivado en las Subastas reales, en las cuales cada oferta por un objete debe
incrementar ¢l precio actnal del objeto [5]
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Es decir, se satisfacen (g — CS), si todas las personas
pueden ser asignadas a objetos que estan a una cantidad
£ de ser las mas valoradas. Puede entonces reformularse
el algoritmo modificando Gnicamente la fase de oferta,
de modo que esta siempre incremente el precio de los
objetos, para ello, la oferta de la persona 7 por el objeto
J, que genera mayor valoracion serd:

bg; =D, Ve =W e (i2)
Es importante destacar que para un problema de
asignacion con beneficios ¢, enteros, si
' & < y
n

el algoritmo de subastas termina en un nimero finito
de iteraciones con una asignacién éptima .7 Bajo esta
consideracion, el algoritmo de subasta para el problema
de asignacion opera usando un concepto denominado
e —scaling, el cual consiste en aplicar el algoritmo en
repetidas ocasiones, comenzando con un valor de ¢
suficientemente grande y reducir iterativamente este
valor hasta que se logre el valor critico que garantice la
optimalidad de la solucion encontrada.

4.2 EL ALGORITMO DE SUBASTA PARA EL
PROBLEMA DE ESTUDIO

ElalgoritmodeSubastasdescrito funcionaapropiadamente
para problemas de asignacion, sin embargo, debe notarse
que el problema (P1), no corresponde exactamente a un
problema de asignacidn. Este problema puede asimilarse
a un problema de asignacién en el cual para cada uno
de los colegios puede definirse un mimero igual a su
capacidad de cupos (objetos) idénticos, es decir, dado un
colegio con capacidad b, existirdn b, cupos que generan
el mismo beneficio de asignacion ¢, para el estudiante
i. Podria aplicarse el algoritmo descrito anteriormente a
este problema, sin embargo, la dimension del problema
creceria considerablemente y la estructura del problema
modificado seria tal que la guerra de precios seria
inevitable, generando atascamientos en e] algoritmo. [5]

Dadas estas circunstancias, toma importancia la
modificacién realizada por los profesores Bertsekas
y Castafion, la cual permite considerar la existencia
de objetos similares.® El algoritmo de Subasta para
problemas de asignacién con objetos similares, tiene en
cuenta las sigulentes consideraciones.

¢ Se entiende que dos objetos j y j, son similares,
pertenecen a la misma clase M(j}, si para todas las
personas { € I se tiene que a,=da,

7 En {4] y [5] se demuestra estas afirmaciones

Esta modificacion del algoritme, junto con Jas consideraciones para permitic
personas similares, son la base del algoritmo de subasta para problemas de
transporte presentada en {6]
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* Dado un vector de precios p se define el precio de la
clase M(j) de un objetoj como P, =m0 . jzpke}

Finalmente, el algoritmo empleado para la solucidn del
problema de asignacion de estudiantes a los colegios
considera » estudiantes v » cupos, en donde los # cupos
son el resultado de definir para cada colegio una clase
de objetos similares con tantos elementos como cupos
disponga el colegio.

Algoritmo de Asignacion de Estudiantes
Para la mejor comprensiém del algoritmo es necesario
definir los siguientes conceptos:

lteracion. Corresponde al procedimiento en el cual
para un estudiante al que no le ha sido asignado cupo
se realizan las dos fases bésicas del algoritmo: Oferta y
Asignacion.

Subasta. Corresponde al conjunto de iteraciones
necesarias hasta lograr una asignacion que satisfaga las
£—CS para un valor de epsilon dado.

El algoritmo desarrolla subastas sucesivas, de modo que
cada subasta tiene un valor de epsilon menor que la subasta
anterior. En cada subasta se efectiian cuantas iteraciones
sean necesarias hasta satisfacer las condiciones & — CS,
El algoritmo desarrolla los siguientes pasos:

1. Inicializar. Inicialice € en un valor suficientemente
grande. considere una asignacion inicial S y un vector
de precios p que satisfagan las condiciones e-CS. El
conjunto S = @; y el vector de precios p = 0 satisfacen
estas condiciones.

2. Subasta. Encuentre 1a asignacién optima que
maximiza el beneficio v satisface las condiciones & —CS,
para ello desarrolle iterativamente, hasta que a todos los
estudiantes les haya sido asignado un cupo

i.) Fase de Oferta. Para una persona i en el conjunto
de personas no asignadas, se determina el objeto que
genera el mayor valor j,, segin se presenta en (9).
Se calcula ademas la oferta de la persona 7 por el de
acuerdo a como se indico en (12).

ii.} Fase de Asignacién

3. Prueba de optimalidad. Verifique si se satisface la
condicion de optimalidad

1 9
&< Aﬁ Clases

De no ser asi, reduzca el valor de & y vuelva al paso 2.'°

? Para el caso de Objetos similares, esta condicidn de optimalidad es equivalente a
la expuesta para el algoritmo de subasta para problemas de asignacion.[6]

10 Factores de reduccién tipicos de  son del orden de 4 a 10. [5]

La implementacion del algoritmo se desarrollé en el
lenguaje JAVA. Esta implementacion se empled para
resolver instancias del problema con 1000 estudiantes
v 10 colegios, con beneficios de asignacién generados
mediante una distribucion uniforme entre 0 y 200, en
las cuales se observo la incidencia de los valores de los
distintos parametros, particularmente del valor de epsilon
v su factor de reduccion, Los resultados obtenidos se
presentan en la Tabla [. Esta tabla presenta el valor de los
pardmetros empleados, el numero maximo de iteraciones
que fiue necesario realizar hasta hallar el equilibrio
en alguna de las subastas, el numero promedio de las
iteraciones por subasta y el numero total de iteraciones,
suma de las iteraciones de cada una de las subastas, hasta
satisfacer la condicién de optimalidad.

Tabla 1. Resuitados Corridas Instancia 1000 Estudiantes 10 Colegios

epsilon | Factor | Max. Iterc | Prom Herac | Total Iternc.
2060 4 6.233.227 1.940.713,3 12.584.993

3] 9,122,522 2.645.464,5 15.872.787

10 10.786.088 3.188.277,2 15,031,386

20 4 16.967.917 35580227 21.354.136

6 12,040,869 41880110 26.044.555

10 18.781.926 3.878.7148 15.514. 859

500 4 %,103.556 2.154.601,8 17.232.014

[ 17.056.954 3.868.593,6 27.680,155

10 | 32.011.681,0 6.952.164 41.712.985

De acuerdo con estos resultados es posible observar que:

e Para esta instancia particular el algoritmo parece ser
mas eficiente cuando el valor inictal de epsilon es del
mismo orden de magnitud que el mayor de los beneficios
de asignacion estudiante-colegio considerados.

¢ Al incrementarse el factor de reduccion de epsilon,
el numero maximo de iteraciones en una ronda tiene a
hacerse mayor en la mayoria de los casos, sin embargo
es importante notar que el incremento de dicho factor
implica un menor numero de rondas o subastas.

¢ Iniciar el algoritmo con valores de epsilon
considerablemente grandes, aumenta el rondas o
subastas necesarias, ain mas si se considera un factor
de reduccién menor, sin embargo esta combinacion
parece generar mejores resultados que valores de
epsilon y factores de reduccion grandes.

Adicionalmente, se empled el algoritmo para resolver
instancias del problema de mayor escala y mas cercanos al
problema real. Como ejemplo, en una de estas instancias
se consideraron 50,000 estudiantes, 200 colegios,
con beneficios de asignacion generados como una
distribucidn uniforme entre 0 y 200. Se empled un valor
micial de epsilon de 200 y un factor de reducciénde 4. La
Figura 2 presenta la forma como evoluciona el valor de la
funcion objetivo a medida que se desarrollan las rondas
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o subastas. Puede observarse como para esta instancia
particular se obtienen buenas soluciones, proximas al
valor 6ptimo, a partir de la 5 ronda; este hecho sugiere
que el algoritmo puede ser utilizado como una heuristica
para generar buenas soluciones, deteniendo su ejecucién
después de un numero dado de iteraciones o mediante
la comparacion con alguna cota superior de la solucidn
optima.

10000600 -
930000
8980000
9970000
9980000
9950000
9940000
9830000 -~
9920000
9310000
9800000 — —

t 2 8 4 5 6 7 8 9 10

ronda

e ————— | i
/ ; —e— [teraciones

Vator de FO

Figura 2. Valor de la Funcion Objetivo por ronda (subasta)

5. CONSIDERACION DE EXTRA
RESTRICCIONES

El problema real podria considerar algunas ofras
restricciones para la asignacion, estas restricciones
podrian clasificarse en dos grupos:

1.} Restricciones propias de los estudiantes, en particular
respecto a los colegios a los cuales puede ser asignado un
estudiante particular

it.) Restricciones propias de los colegios, en relacién con
condiciones particulares respecto a los estudiantes que
pueden serle asignados o la seleccion de las asignaciones
factibles a dichos colegios.

Esta seccidn describe la forma como podrian considerarse
algunas de dichas extra restricciones en el algoritmo
de Subastas. La inclusion de dichas restricciones en
la estrategia de solucion basada en el algoritmo de
generacién de columnas (abordada mediante el algoritmo
de Branch-and-Price) presentd nuevamente problemas de
convergencia, por lo que su estudio se excluye en este
documento.

u Observe que la implementacion de la version densa del problema puede usarse
directarnente para dar solucidn a la version dispersa, considerando para ello log
beneficios de las asignaciones no posibles para un estudiante dado como un valor
suficientemente pequefio; sin embargo, desde ci punto de vista de eficiencia
resulta mds apropiado considerar la estructura particular de la versién dispersa al
morzente de almacenar la informacion y de ejecutar el algoritme.
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5.1 EXTRA-RESTRICCIONES EN EL
ALGORITMO DE SUBASTA

El Algoritmo de Subastas descrito pretende dar solucién
a la version densa del problema, es decir a aquella en la
cual se asume que cada estudiante puede ser asignado a
cualquiera de los colegios disponibles. Sin embargo, el
algoritmo puede modificarse facilmente para dar solucidn
a la versién dispersa del problema;!‘para ello considere:

AG)={ieJ|3G, )}

Es decir, el conjunto de Asignaciones posibles, o colegios
a los cuales puede ser asignado, el estudiante 1.

Dada esta consideracion el algoritmo puede ser
modificado en la Fase de Oferia para que cada estudiante
ofrezca s6lo por aquellos colegios en los cuales puede ser
asignado. Esta modificacidn permitiria considerar, entre
otras, las siguientes resfricciones adicionales:

» Restringir la asignacion de cada estudiante a colegios
que estén en su localidad o a cierta distancia maxima de
su residencia.

e Permitir la asignacion de estudiantes que ingresan al
sistema y que tienen hermanos dentro del mismo, a los
colegios en los cuales actualmente se encuenira asignado
¢l hermano.

e Permitir la asignacion de los estudiantes considerando
su género y limitaciones asi como la clasificacién de
las instituciones en femeninas, masculinas, mixtas o de
educacion especial

6. CONSIDERACIONES PARA LA
APLICACION DE LAS
ESTRATEGIAS DE SOLUCION

Por tiltimo, se analiza la forma como podria definirse una
funcién de beneficios y se plantea como las estrategia de
solucién descritas podrian ser usadas dentro del proceso
de asignacién definido por el distrito.

6.1 DEFINICION DE LA FUNCION DE BENEFICIOS

La funcién de beneficio para el problema que se pretende
solucionar debera satisfacer por lo menos las siguientes
condiciones.

¢ Fl proceso de asignacién deberd favorecer a aquellos
estudiantes con mayor prioridad.'

12 El indice de priondad se encuentra ordenado de menor 2 mayor en donde 1
corresponde a las estudiantes con mayor prioridad en la asignacidn,
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s En la definicion de los beneficios deben considerarse
las opciones de colegios presentadas por cada padre para
la asignacién de sus hijos.

» La definicién de beneficios deberd considerar la posible
existencia de un colegio o nodo ficticio, de modo que el
beneficio de la asignacién de cada estudiante a este tipo
de institucidén se vea desfavorecido.

Dadas estas consideraciones, la funcién de beneficio
(ue se propone para esta instancia particular, se define
mediante el siguiente procedimiento. ‘

L. Se caleula la distancia de cada estudiante a cada colegio

1) La distancia de asignacion de los estudiantes a los
colegios seleccionados por los padres como opciones
se realiza de la siguiente forma:

+ Serd 0 5i el estudiante presenta maxima prioridad
(prioridad 1)

e Sera igual a la menor distancia del estudiante
a cualquiera de los colegios si Ia prioridad del
estudiante no es la méxima. Asi, si el padre
selecciond una institucién ubicada a 2 Km. de
su casa, pero la institucién mds cercana esta a un
kilémetro, entonces la distancia a los colegios
seleccionados como opcidn serd 1 Km.

ii.) La distancia de un estudiante a cualquier colegio
que no corresponda a los colegios seleccionados, serd
igual a la distancia real medida en las unidades que se
considere convenientes (Km o Mits).

2. La distancia calculada se afecta por la prioridad del
estudiante. Para cada estudiante, todas las distancias a
cada uno de los colegios, excepto las correspondientes a
aquellos seleccionados como opciones por los padres, se
multiplican por el indice de prioridad dej estudiante.

3. Se calcula la distancia de cada estudiante al colegio
ficticio. Para ello, se selecciona la mayor de todas
las distancias afectadas, calculadas en el paso 2, vy se
multiplica por un factor determinado previamente, con el
fin de hacerla suficientemente grande para desmotivar su
seleccidn. Para cada estudiante la distancia al nodo ficticio
serd igual al valor calculado anteriormente multiplicado
por un factor relacionado con la prioridad, asi

M x(m+1— prioridad ) (13)

En donde: m es ¢l namero de niveles de prioridad prioridad,
es el indice de prioridad asignada al estudiante 7

Esta definicion pretende que el valor de la distancia de
los estudiantes de mas prioridad al colegio ficticio sea
mas alto pues estos no deberfan quedarse sin asignar.

4. Calcular el beneficio. El beneficio se calcula
substrayendo a cada uno de los costos el maximo de todos
ellos. De modo que aquellas asignaciones (estudiante-
colegio) con menor costo, se convertiran en las de mayor
beneficio, mientras que las de mayor costo generaran un
menor beneficio.

Con el fin de observar como podria comportarse una
definicion similar de los beneficios para ser empleada
en alguna de las estrategias de solucion, se efectuaron
9 corridas en instancias de asignacion de 10,000
estudiantes a 100 colegios. Algunos de los resultados
mas importantes de la ejecucion de estas instancias se
presentan en 1a Tabla 2:

Tabla 2. Resultados de Fjecucidn de Instancias de Prueba

Probabilidad i3 3,5 0.4
Instancia 1 2 3 1 2 3 1 2 3
ETH) [ W5 BE] W 06 [0 | 53 | 953 |
B 80,11 800 301 30,7{ 293 803 [ 362 ] 306] 3i%

C{%; [i60,0 ] I060 [ 1084 | 100,67 1000 [ 100,0 { 105,0 | 1666 | 10,0

THSTANCIA
entre Gy 1(06) | 1651 1851 W3] 03] 1831184 W5 ] 2] e
entre Dy 2 6,01 B30 B3| BL5] 65| BLU] 580 | 544 853
entre Dy 3 {9%) | 93,0 601} 92| WA 1 o 918633 6i7] 90,2
entre Uy £ {%e) | 956 | 6251 03571 B0.7T] 95571 G451 0BG 047
entre 0 y 6 { 75, 97,2 0437 4| WI] 970( w2 [ 977 | 9597 045
enfre Ty 6 (% 0771 8471 9591 929 Wi5| 68| 082 | #8631 95,1
enire Dy T (% | W8 | 048] B0 0,1 09| 99| 9831 9,7 5.2
cntre Uy 8 {% 79 (| G50 951 9327 Sv8 1 GI0] 054 W67 953
entre 0y 0 (96 501 08T Dol 00| BAl 1] 84| 96A] 964
AProcentsje de Estudinntes de pricridad 1 asignados a una Opeidn
BProcentaje Tutal de Estudi i 2 Nz Opeldn
C:Proceataje de estud. no asignados pertepecicnies & prioridad §

De los resultados presentados es importante observar como:

o En todas las corridas realizadas, mds del 98% de
los estudiantes con prioridad I, fiueron asignados a
alguno de las opciones de su preferencia.

* En la mayoria de los casos, mas del 30% de los
estudiantes fue asignado a una de las instifuciones de
su preferencia.

e Entodas las corridas realizadas, todos los estudiantes
que no pudieron ser asignados pertenecian al menor
nivel de prioridad.

s En la mayorfa de las corridas realizadas, mas del
90% de los estudiantes fue asignado a instituciones
ubicadas a una distancia de tres o menos unidades
de medida de su hogar, esto es aun mas impottante
si se recuerda que el pardmetro empleado para la
distribucion de la distancia generd distancia mdximas
de 20 unidades.
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Puede observarse como dependiendo de las caracteristicas
particulares de la instancia del problema de asignacién
que se pretende resolver, puede formularse una funcién
para calcular los beneficio que permita satisfacer muchas
de las condiciones deseables en la asignacion obtenida.

6.2 IMPLEMENTACION DE LAS ESTRATEGIAS

Las estrategias de solucidn planteadas en las secciones
anteriores se emmarcan en una etapa, la asignacion misma,
dentro del proceso de matricula. Se presenta a continuacion
una propuesta de como usar los modelos descritos en el
desarrollo de este trabajo dentro del dicho proceso.

6.2.1 Alternativa de Aplicacion

La alternativa de aplicacion propuesta difiere de la forma
como actnalmente se desarrolla dicho proceso. En esta
alternativa, podrian considerarse simultdneamente todos
los estudiantes que aspiran a un cupo en un determinado
grado y se efectuaria para ellos el proceso de asignacion
mediante la estrategia de solucion descrita.

En esta alternativa toma mayor relevancia la definicién
de la funciép de beneficios, pues debera representarse
en este valor tanto la prioridad como la distancia y
demas consideraciones para la asignacion en la instancia
particular, de modo similar a como se presentd en la
Seccion 6.1. Esta alternativa abandona el la naturaleza
“greedy” del proceso que actualmente se desarrolla.

Esta alternativa corresponde fundamentalmente a resolver
un problema de asignacion como el formulade en (P1),
quizas con la consideracién de extra-restricciones, para
cada uno de los grados en los que se requiera asignhar
estudiantes. Para ello y dependiendo de la mstancia
particular el algoritmo de subastas puede resultar
apropiado.

7. CONCLUSIONES

El procedimiento seguido para la asignacién del
conjunto de estudiantes nuevos, mediante opciones o
gereferenciacion, se identifica como el punto en el cual
el uso de modelos matematicos puede contribuir en el
mejoramiento del resultado del proceso.

Fl algoritmo de Subastas puede ser modificado de modo
que permtita la consideracion de instancias de problemas
como el que se estudia en este proyecto. Este es un
algoritmo de facil comprensién e implementacion y cuyo
tiempo de gjecucion esta en relacidn con algunos de los
parametros que caracterizan la instancia; si bien no es un
algoritmo de tiempo polinomial, su tiempo de ejecucion
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es seudopolinomial y esta determinado por los valores
particulares de los beneficios de asignacion, el numero
de estudiantes y el numero de colegios. Las corridas
realizadas de este algoritmo en instancias generadas
aleatoriamente evidencian que es una estrategia atractiva
para ser usada en el proceso de asignacion de cupos,
incluso permite la consideracidn de restricciones
respecto a los colegios a los cuales puede ser asignado
cada estudiante.

Las estrategias de solucion presentadas en el desarrollo
de este proyecto, son aplicables dentro del proceso
de asignacion de cupos que desarrolla actualmente la
Secretaria de Educacién. La implementacién de estas
estrategias estarfa soportada sobre el mismo sistema de
informacién y el mismo procedimiento definido para
el proceso de matricula, simplemente reemplazaria el
proceso de asignacién como tal, que dadas las condiciones
de ejecucion actual no esta orientado a generar la
asignacion de los estudiantes que maximice u optintice
algtin criterio particular,

La comparacion de las diferentes formas de desarrollar
la asignacion de cupos escolares y la estimacién de
la mejora alcanzada a través de la aplicacion de las
estrategias propuestas en este proyecto, solo es posible
con el compromiso de la SED. Para este fin es necesario
poder acceder a la Informacidn real y los resultados
obtenidos con tanto en el proceso actual como con la
aplicacion de los modelos propuesto.

Es relevante desarrollar un anélisis critico de los procesos
desarrollados en la SED as{ como la identificacién
de puntos en los cuales sea posible contribuir a través
del estudio de modelos de apoyo a estas labores. De
manera particular quedan abiertos temas relacionados
al desarrollado en este proyecto, dentro de los cuales se
desataca el estudio de la localizacién de futuros colegios,
de modo que se logre una mejor cobertura de la demanda
futura por cupos escolares en el Distrito.
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