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REsuMEN

En el problema planteado por Barenblatt v expuesto en la primera parte de este trabajo, se
estudia la propagacion de una masa de fluido a partir de una inyeccion. Se muestra la diferencia
que existe en la solucidn al problema cuando se ignora la retencion residual del fluido en el
suelo, en cuyo caso corresponde a la tradicional solucidn de la ecuacion de difusion. Sin embargo,
el problema debe plantearse considerando retencion residual, lo cual da lugar a un problema de
conductividad hidraulica discontinua y debe plantearse una nueva una ley de similaridad que
incluye en su forma funcional un exponente andmalo. A pariir de las ecuaciones de flujo y
condiciones de frontera se genera un problema de autovalor que en este trabajo es resuelto en
Jorma numérica utilizando un algoritmo combinado de Runge-Kutta y Euler modificado, el cual
permite hallar el exponente en funcion de los valores de conductividad hidrdulica y obtener la
solucion completa del problema. Se puede observar la evolucion del volumen de fluido, el tiempo
¥ la distancia de propagacion de algunos fluidos, considerando o no retencion residual en el
suelo.

Paranras Crave: Medio poroso, flujo de fluidos, retencién residual, saturacion, iey de similaridad, escalamiento,
exponentes andmalos, métodos numéricos, autovalores, contaminantes, runge kutta-euler, contaminantes.

INTRODUCCION

Inyecciones puntuales de fluidos y su
propagacion constifuyen importantes problemas de
ingenieria que deben resolverse en forma apropiada,
con el fin de conocer tiempos de esparcimiento y alcance
del frente del fluido, ya sea la pluma de un contaminante
o el avance de un hidrocarburo en el suelo,

En este caso se considera un medio poroso no

saturade que se encuentra sobre un estrato impermeable
(ver primera parte), dicho suelo presenta condiciones
de retencion residual, fendémeno que se origina debido
a la existencia de fuerzas de capilaridad. Considerar la
retencién residual en el suelo conlleva a una ley de
conservacion de 1a masa que no es integrable [2], es
decir el volumen de fluido disponible para fluir es
variable en el tiempo, de ahi que las ecuaciones posean
exponentes llamados anémalos que deben ser
determinados en el transcurso de la solucion.
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Se requiere entonces obtener los valores del
exponente [ para conocer la forma de propagacion y
obtener la solucidn completa. Se conoce que la solucién a
una ecuacion diferencial de segundo orden, como la
presentada en ¢l trabajo anterior, no puede satisfacer las
tres condiciones de borde propuestas para los valores de
B arbitrarios, sin embargo, existen valores excepcionales ¢
autovalores para los cuales si se satisfacen dichas
condiciones.

A partir de un algoritmo combinado que utiliza el
método de Euler y de Runge-Kutta de cuarto orden se
obtiene la relacién entre los valores de conductividad
hidraulica y el exponente B, [4]. Conlos valores anteriores
v 1a forma de 1a solucidn presentada en el trabajo anterior
se puede estudiar y cuantificar el esparcimiento de fluidos
enel suelo. En este trabajo se estudia el flujo del aguayun
hidrocarburo y se obtienen los tiempos de propagacion y
alcance del frente. Igualmente se compara fa respuesta de
dichos fluidos cuando se desprecia la retencién residua}
del suelo,

SoLucion NumMErica pE LA Ecuacion DiFERENCIAL

El analisis dimensional permite convertir las
ecuaciones diferenciales parciales (EDP) en ecuaciones
diferenciales ordinarias (EDQ).

Las ecuaciones [15.1] y [15.2] presentadas en €l
trabajo anterior son ecuaciones de segundo orden, de tipo
parabdlico, no lineales y poseen condiciones de
normalizacién que rigen el esparcimiento o propagacion de
una masa de fluido a partir de una inyeccién puntual.
Resolviendo numéricamente el problema de autovalor se
encuentra la solucion.

En general las ecuaciones diferenciales de orden
superior se pueden descomponer en un conjunto de
ecuaciones diferenciales de primer orden. A continuacién
se considera un ejemplo flustrativo de solucidn:

¥ oray +by ey ey =g 1)

Donde a, b, ¢, e, g son constantes o funciones conocidas
de t.

Las condiciones iniciales estén dadas por:

=%, ¥©=yo
@
y(@=ye, y(O)=y,

Donde y, y¢, y¢€, ¥, son valores definidos. Si
definimos u, vy w como:

u=y, v=y', w=y" ®

La Ecuacién (1) se puede escribir como:

wraw+bv+cutey=g 1)

Y es equivalente al siguiente conjunto de cuatro EDO de
primer orden:

y'=u, Y(0) =y,
u'=v, u(0) =y,

5
Vi=w, w(0) = ¥,
W=g-—aw—bv—cu—ey, w0)=y,

Una vez se tengan las ecuaciones en la forma anterior
se aplican los métodos numéricos de solucion de ecuaciones
de primer orden.

Para la solucién del problema propuesto en este
trabajo se emplearon los métodos de Euler hacia delante y
de Runge-Kutta de cuarto orden cuya aplicacion se muestra
a continuacion.

M aneso NumERICO pE LAS Ecuacrones pE FLuso

Como se dijo anteriormente para solucionar las EDOs
de orden superior se recurre a un cambio de variable para
reducirla a un conjunto de ecuaciones de primer orden,
que al ser resueltas simultineamente arrojan la solucién al
problema. Se toma la ecuacidn [15.11 del trabajo anterior
asi:

242 2

D
1% ‘1? +l—-—d®' +(1—2ﬁ)®1+ﬁgwd F=0 (6)
dg° ¢ dg dg

Que se puede escribir como:
2f‘2+2ﬁ”"+§ﬁ“'+cgf+ﬁ}f'=0 (7}
Haciendo S=f” tenemos:
2fS'+ZSZ+%jiS”+cg’+,ByS=O (8)
Despejando S’ se obtiene:

~25 2 fS—of - S ©

S'=
2f
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~ Resolviendo 8= y (9) simultineamente con las
respectivas condiciones de borde se obtiene la solucion.
Reemplazando en la ecuacion (6) se obtiene;
. 2
~287 =SS = (K VKo + 35)
2f

. 1)

Para la solucion de estas ecuaciones se elabord un
algoritmo en C++ que conjuga el método de Buler v el de
Runge-Kutta y permite hallar la funcién @, y suderivada.
Se consideran las condiciones de solucién y se obtiene
como resultado los puntos para la construccion de la figura
1. Esta figura que expresa la relacion entre el valor del
exponente y los valores de conductividad hidriulica. El
exponente 3 que corresponde a cada valor K /K, es hallado
por prueba y error haciendo que dicho autovalor satisfaga
las tres condiciones planteadas en el trabajo anterior.

Grifica de la funcién £ {£, k2/k1} para varios vaiores de k2/k1
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Figura 1.La funcién &,(Z,k2/ k1) obtenida de la solucidn de
autovaior.

La Figura 1 muestra el comportamiento de la
funcién @, paraun K /K determinado, K, y K, representan
la conductividad hidraulica segiin sea el caso de llenado o
drenaje. La obtencidon de esta funcidn es fundamental para
conocer el esparcimiento de la recarga en el medio poroso.
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Figura 2. Reiacién entre B y K/K| obtenidz de fa solucién al
problema de autovalor.

A partir de los datos anteriores, para cada valor de
K,/K, se obtuvo su correspondiente valor de [3 que se
muestra en la Figura 2.

Desde la Figura anterior, se pueden obtener los
valores de los exponentes conociendo los valores de
conductividad hidraulica del suelo en funcién de sus valores
de porosidad y retencion residual.

ForMA DE LA PROPAGACION DE FLUIDOS A PARTIR DE
Recarca PontuaL o INYECCION

Para observar el esparcimiento de la masa de fluido
inyectada, el tiempo de propagacion y el alcance del frente
del fluido se construyen los respectivos graficos de avance
a partir de las ecuaciones obtenidas.

A, Cuando no se considera retencion
residual

En este caso la conductividad hidraulica toma un
solo valor (K=K} y constituye la ecuacién de difusion
tradicional.

La siguiente forma de la solucion del problema se
presento en el trabajo anterior, ecuacién (12), con esta
expresidn se puede encontrar la distribucion de alturas de
fluido dentro del suelo.

Ql( : 174 J
(0K
QUZ

#2
= 16K2 42 [8_ (QKI)”ZJ para F K :\/g(QKI}”A,

0 para r> 1

QIIZ
KJ«'ZIUZ

8y

Donde:

Q: Volumen de larecarga (1Y)
K: Coeficiente de conductividad hidrdulica (L/T) expresado:

Como. K=kpg /(2mitG). Ver 1° parte

Siendo: k: permeabili.dad mtrinseca del medio (L%}
p: densidad del fluido (M/L?)
g : aceleracion de la gravedad (L/T?)
nt; porosidad del medio
[ :viscosidad del fluido (M/LT)
G :saturacion del medio
t. tiempo, (T).
1 : distancia desde el punto de recarga (L)
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Con el volumen de la recarga se halla r, (alcance del
frente de agua para un tiempo determinado) y se reemplaza
en la ecuacion que describe la altura usando el mismo tiempo
con que fue hailador,. Conun nuevo tiempo se calcula el
nuevo r, y se repite el proceso anterior, las veces que se
quiera conocer la posicién del frente de fluido.

A continuacidn se observan los graficos de
propagacion de un volumen de agua en los primeros
minutos (Figura 3) y después de dias de iniciado el proceso
(Figura 4).

Altura en Mt v{h)

Fadioenhl {r)

Figura 3. Esquema de distribucion de alturas para agua sin
retencién para el intervalo T=3.2 seg. a T=200seg.

Altura en Mt v(h)

Radio en Mt {r}

Figura 4. Esquema de distribucion de agua sin considerar
retencion residual, para un tiempo de 17.4 dias.
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B. Cuando se considera retencion residual.

Ent este caso la conductividad hidraulica toma dos
valores diferentes segiin se frate de entrada o de salida del
fluido en el medio poroso (llenado o drenaje). La
distribucidn de alturas a partir de una recarga para este
caso se obtiene la siguiente ecuacidn.

h=Ar"® (g,k, /L),
a=2+y)/4, f=(1-g)i4
A= Q(z—r)"iinrkl—a, B = (le).ﬁ 1‘.174'6,
c=r/Bt!

12

En el presente trabajo se obtuvo dicha distribucidn
para dos liquidos diferentes, agua v crudo de petrdleo de
48°APL

En este caso K, =kig / (2mm(s-s ), donde s es la
retencion residual. r ancho de la recarga o inyeccion (L).
b,a: Exponentes andmalos obtenidos en la solucidn.
F(zX /K ): Valores de laFuncién F para un K /K, definido.

Para determinar el comportamiento de la solucion
se hace lo siguiente: Con los valores conocidos de K,/K|,
Q (volumen de la recarga) y r, (radio del pozo) se obtiene el
valor de b enla Figura 2. Con la ecuacidén z=r1/(Btb) ypara
un tiempo determinado se hallan los diferentes frentes de
fluido (radio de propagacion). Para los diferentes z con el
valor de K,/K, se calcula el valor de la funcidn F(zK /K ) en
Ia Figura 1. Reemplazando estos valores en la ecuacion
{12) y calculando los demas paradmetros que intervienen se
hallan las aliuras para las diferentes distancias desde el
pozo en el tiempo escogido. Conunnuevo tiempo se repite
el procedimiento anterior y se obtiene asf la forma del avance
del fluido.

En las Figuras 5 y 6 se muestra el comportamiento
de la propagacidn de los fluidos mencionados.

12m

Ahura on M (b)

B T & & « 3 2 o1 6 1 2 3 & 5 6 7 &

Ragio on 8L[r}

Figura 5. Esquemna de distribucidn de alturas para agua
considerando retencion residual para un intervalo
de tiempo T= 3.2 seg y T= 17.36 dias.
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Figura 6. Esquema de distribucién de alturas para
crudo de petrolee de 48° API considerando retencidn
residual para un intervalo de tiempo T=3.2 seg

Discusion pE RESULTADOS

En el caso de difusion de un volumen de agua sin
considerar retencién se utilizaron los siguientes datos:

Volumen de larecarga 2.7 m®

permeabilidad del medio poroso k=10 m?
densidad del agua a 15°C, 999 Kg./m’

porosidad del suelo 0.45

viscosidad def agua a 15°C, p=1.2%10" Kg./m*seg

Las alturas y el avance del fluido cuando no se
tiene en cuenta retencion son determinados de acuerdo a
fa ecuacidn (11) cuya solucién no considera la forma inicial
de la montafia ni la existencia de retencion residual; por
esta razdn el volumen disponible para fluir permanece
constante en el transcurso del proceso y es igual —para un
tiempo determinado- a la integral bajo la curva que delimita
la forma de [a montafia de fluido.

En este caso el fluido en cuestion podria seguir
fluyendo indefinidamente sobre ¢l lecho impermeable. Y
formar una lamina infinita, asi que el frente de fiuido se
extiende infinitamente. Con este tipo de modelamiento no
es posible determinar 1a expansion maxima del fluido mi el
tiempo final, sus consideraciones lo hacen un fenémeno

ideal, sitnacion que en la naturaleza no se presenta.

El mismo problema pero considerando retencion
residual del suelo se rige por la eciracion (12), que fue expuesta
en ¢l trabajo anterior con las notaciones correspondientes.

Las propiedades del suelo y del fluido tienen los
mismos valores de Ia aplicacién anterior. El dato adicional
ahora, G, (retencién residual) se asumi6 conun valor de 0.1
y representa el porcentaje de fluido retenido en el medio
debido a las fuerzas capilares.

En este caso aparece una nueva escala gue debe
considerarse, el ancho de Ia forma inicial de la montafia I,
en este caso se toma como el radio del pozo donde se hace
la recarga. Para el ejemplo se toman 1,=0.24 m la altura
inicial b =12 m. En este caso ¢l volumen de fluido disminuye
en el transcurso del proceso. Se determina el
comportamiento para el agua y se obtiene 1a Figura 8
donde se observa el avance del agua en los primeros
tres minutos.

Con el propdsito de comparar el avance de dos
fluidos con propiedades diferentes, densidad y viscosidad,
pero en el mismo medio poroso (porosidad, saturacion y
retencion residual). Se estudio la propagacion de otro
fluido, crude de petrdleo de 48° API (Figura 7), sus
resultados se comparan con el ejemplo de propagacién del
agua para ¢l caso en gue hay retencion.

Las propiedades del crudo de petrdleo a 15°C son
Ias siguientes: p=787.5 Kg/n?’, 1=2.56%10° Kg./m*seg

Los tiempos en que se evaluaron las alturas de
esparcimiento en todos los ejemplos son los mismos (para
tiempos menores alturas mayores v viceversa), la altura
inicial de la recarga de fluido disminuye con el tiempo.

Debido a 1a diferencia de las propiedades fisicas de
cada fluido la difusién de estos varian en funcidn de sus
propiedades, asi observamos que para el fluido mas viscoso
(crudo de 48° API) la pérdida de altura es mds lenta que
para el caso del agua. En las Figuras 7 y 8 se observa que
para un tiempo de 20 segundos la altura en el pozo cuando
el fluido es agua es de aproximadamente 0.7 metros y
cuando el fluido es crudo es de 1.2 metros.

En las Figuras 5 y 6 se observa el avance del frente
de los fluidos a los 17.36 dias. En la medida que el fluido
avanza se tiene obtiene una lamina de fluido sobre el lecho
impermeable, en este caso se estimd que a los 115 dias el
agua aln presenta una altura de 0.8 mm vy su radio de
expansion es de 11,7 m, mientras que ¢l crudo de petréleo
de 48° API presenta una altura de 1.4 mm y un radio de
expansién de 9.1 mrecordando que el volumen es el mismo
en los dos casos, la forma inicial de la recarga y las
caracteristicas del medio también se mantiene
constantes.
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Se ha observado el avance de frentes de fluido a
partir de una recarga o inyeccion realizada desde una zona
concentrada, que para este caso es un pozo, el fluido se
propaga sobre el lecho o suelo impermeable. Se pudo
observar la diferencia de comportamiento cuando se
considera retencion residual o no. Se observé también la
diferencia de tiempos en el avance del agua y del petréleo
en tiempos pequefios del orden de minutos y en tiempos
grandes del orden de dias.

Altura en Mt {h)

-1 Y 1
Radio en Mt (r)
Figura 7. Esquema de distribucidn de alturas para crudo de

petréleo de 48° API para un intervalo de tiempo enire
T=32segy T = 200 seg

Altura en Mi (i)

4

Figura 8. Psquema de distribucion de alturas para agua
considerando retencidn residual pata un intervalo
de tiempo de T=3.2 seg y T=200 seg

CONCLUSIONES

Cuando se considera retencidn residual en el medio
poroso, se obtiene la solucién a la ecuacidn diferencial con
conductividad hidraulica discontinua, lo cual dalugarala
aparicion de un exponente y Ia consideracion del ancho de
la zona de recarga en la solucidn. Esta consideracion permite
obtener la forma real de la propagacion de la masa de fluido
en un suelo poroso no saturado.

La propagacion o evolucion de un volumen de fluido
que es inyectado en una region concentrada, por ejemplo
un pozo, se puede determinar a partir de los valores de
conductividad hidraulica del suelo {en funcion del valor de
porosidad y retencidn residual) y de volimenes de recarga
inicial, Es posible medir el alcance del fluido para uz: tiempo
determinado y estimar el avance total del frente.

Se obtuvo el exponente llamado andémalo, B3, que
hace parte de la solucidn, recurriendo a los métodos
numéricos como una ayuda para la solucidn del problerna
de autovalor. A este problema se llegd por medio de un
proceso analitico como lo es el analisis dimensional,
utilizado para la solucidn de ecuaciones diferenciales
parciales. Los métodos numéricos son utilizados
extensamente en la solucidn numérica de problemas de
ingenieria, en este caso, ellos complementan una solucién
analitica.

Al comparar el proceso de esparcimiento mostrado
por los grificos de fluidos como el agua y el crudo de
petréleo de 48° AP en un mismo medio, se observa que las
propiedades del fluido determinan tanto la forma de
esparcimiento como su velocidad de propagacién. Se pudo
observar el avance del fluido en varias escalas de tiempo,
tiempos pequefios (segundos), y tiempos grandes {dias).

Para desarrollar este tipo de aplicaciones se requicte
conocer los parametros fisicos del medio o suelo en estado
no saturado. Por lo tanto se debe avanzar en
investigaciones que permitan et desarrollo de mecanismos
para la medicién de la retencion residual del suelo y fuerzas
de capilaridad (tensidometros). Lo anterior permitird la
confrontacidn en laboratorio de los resultados obtenidos
a partir del analisis tedrico de las ecuaciones de flujo.
Posteriormente se debe pasar a la aplicacidon y verificacion
de estos resultados en campo.
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