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RESUMEN

Cuando se estudia el flujo en un medio poroso no saturado a partir de una recarga puntual, se
identifican dos fenomenos: En el primero las condiciones de retencion residual del suelo son
despreciables, la masa de agua disponible para fluir es constante en el tiempo, por lo tanto el
andfisis dimensional considerando aurosimilaridad de primer orden es suficiente para solucionar
la conocida Ecuacion de difusién, Por el contrario, si se tiene en cuenta la retencion residual
del suelo, lg masa de agua disponible para fluir es variable con el tiempo debido a que las
Juerzas de capilaridad retienen parte del agua en los pores, por lo tanto la masa no cumple una
ley de conservacion y la suposicion de autosimilaridad anterior no es vdlida. Se considera
entonces otro tipo de suposicion autosimilar llamada de segundo orden, en la cual aparecen los
Hamados exponentes andmalos. Bajo estas condiciones la ecuacion a solucionar es no lineal
con coeficiente discontinuo yrecibe el nombre de Ecuacion de Baremblatt, El andlisis dimensional
no es suficiente para obtener la solucicn completa v se acude a otras técnicas diferentes, en este
caso a resciver un problema de autovalor. En la segunda parte se presentara la solucion numerica
¥ la aplicacion de este problema.

Pavasras Crave: Medio poroso, difusion autesimijaridad, escalamiento, exponente anomalo, conductividad
hidriulica, Barenblatt, andlisis dimensional, autovalores, medio no saturado, retencitn residual, capilaridad,

saturacién, porosidad.
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INTRODUCCION

El problema del flujo en un medio poroso no saturado
fue estudiado por Barenblatt [1]. El medio poroso o suelo
se encuentra localizado sobre una roca impermeable de
substrato horizontal, en el cual se distribuye una recarga
puntual en forma instantanea, dicha recarga puede ser
suministrada a través de un pozo de radio pequefio.
Barenblatt obtuvo una solucién para el problema idealizado
a partir del analisis dimensional, Lo anterior significa que
no ocurre retencidn residual en los poros y la conductividad
hidréulica toma un valor constante, Posteriormente el
mismo autor {2], soluciond el problema anterior
considerando que una parte del agua es retenida en los poros
por las fuerzas de capilaridad, por lo tanto la cantidad de
agua disponible para fluir es variable, Exn este caso las
condiciones del problema cambian, la conductividad
hidraulica se convierte en una funcidn discontinua y la
suposicidén de similaridad para obtener la solucién es
diferente, debiéndose considerar los llamados exponentes
andmalos en la nueva ley de similaridad. Estos exponentes
son originados por la fisica misma del nuevo problema, el
concepto fundamental es que debe considerarse la aparicion
de muevas escalas, en este caso la escala caracteristica de
la recarga inicial,

El fenémeno de flujo se estudiard en el rango de
asintotas intermedias, donde Iz solucién no depende ni de
los detalles de las condiciones iniciales, ni de las
condiciones de borde, pero el sistema aun estd lejos del
estado Gltimo de equilibrio, es donde los fendmenos
presentan mayor interés debido a que alli aparecen sus
rasgos mas notables, En ese rango las soluciones
autosimilares describirdn su comportamiento asintdtico. El
anjlisis dimensional plantea la autosimilaridad del
problema que permite el escalamiento de sus variables, lo
cual conlleva a que si la suposicién de autosimilaridad
planteada es valida, es posible entonces solucionar la
ecuacion diferencial ordinaria a la que ha dado lugar dicho
escalamiento.

La solucidn a este problema tiene gran trascendencia,
no solamente debido a que se esta dando posibilidad a la
solucién de problemas no ideales, sino ademés porque
permite obtener comportamientos espacio-ternporales mas
reales de masas de agua dentro de un suelo no saturado.
Ademas este tipo de andlisis permitird solucionar fambién
problemas de transperte de otros fluidos como pueden ser
los contaminantes en el suelo, permitiendo cuantificar
tiempos de desplazamientos y alcance de las phimas
contaminantes més reales.
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Los problemas con coeficientes discontinues son
problemas no lineales que deben resolverse considerando
exponentes andémalos en la solucidn, ellos son problemas
bastante comunes y muy poco tratados en la ingenieria.

Fruyo EN MEepI1o Poroso

La masa de agua suministrada por una recarga puntual
instantinea se propaga bajo la influencia de la gravedad y
fluye a lo largo de un suelo impermeable. Dentro de la
masa de agua los poros estan parcialmente llenos y afuera
los poros no contienen agua, solamente aire. El agua se
propaga simétricamente y la altura del agua h(r, t) empieza
a disminuir tan pronto se inicia €l movimiento, Ver figura
1. Se trata ahora de describir el comportamiento de la
masa de agua cuando se aproxima al estado de equilibrio,
es deci.r, cuando la masa se encuentra totalmente difumdida.
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Figura 1. Diagrama esquemitico del flujo de una montafia de agua
subterrédnea.

La dinamica del flujo se describe con ecuaciones
diferenciales parciales que describen el comportamiento
terporal de 1a altura k del agua sobre la roca impermeable,

La altura es una funcidn de la coordenada r en el plano
x-), en el tiempo 7. decreciente con el radio. Se hacen dos
aproximaciones considerando que el flujo es
suficientemente lento: La presion en la masa de agua es
hidrostatica

(P = rgh) y se cumple la Ley de Darcy, el flujo es
proporcional al gradiente de la cabeza de presion:

_k pgh)
J._
p o Or
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donde K/ es el coeficiente de proporcionalidad para la
ley de Darcy, siendo & el coeficiente de permeabilidad del
medio poroso (unidades de 1.2) y mla viscosidad dindmica
del agua.

Asi, el flujo total alrededor de una superficie cilindrica
2nrh sera:

2
__kolpghmrh ko ok
N or [FH dr

La fraccion del espacio de suelo ocupada por los poros
es la porosidad m del medio, por lo tanto cuando el agua
entra a un poro vacio ocupa una fraccidn s de su volumen,
el aire en el suelo ocupa el volumen restante, Igualmente
cuando el agua sale del poro, una parte de ella, so es
mantenida alli por las fuerzas de capilaridad.

En ese problema se identifica la ocurrencia de dos
procesos diferentes, separados por la distancia r0, la cual
separa la zona donde el apua esta saliendo de los poros y
la zona donde empieza a llenar los poros vacios. La figura
2 corresponde a Ia posicion de la masa de agua en dos
tiempos consecutivos, t y t+dt, en los cuales se observa los
dos procesos que se describirén a continuacién.
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Figara 2. Derivacion de la ecuacion que describe el flujo de una montafia
de agua subterranea.

A. Proceso de Drengje:

El agua que se esté drenando por gravedad sale de los
poros ocupados y deja una pelicula delgada retenida en las
paredes equivalente una fraccion de agua o, que es llamada,
retencidén residual; esto es debido a las fuerzas capilares
existentes en el medio. El aire ocupa el espacio remanente
de los poros. Esto ocurre en Ia region correspondiente a
r<r, Eneste caso la altura de la masa de fluido decrece
(0 R/Dt es negativo) y la saturacidn disminuye desde o
hasta o,
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B. Proceso de Llenado.

A partir de ]a zona de recarga, el agua empieza a entrar
a los poros y sélo ocupa una fraccion o del poro, el resto
permanece con aire. Esto ocurre en laregion donder>r,
En este caso la altura del agua aumenta con el tiempo (@ A
/0 t es positivo) y la saturacién aumenta desde @ hasta s,
Ver figura 2.

Los dos procesos se caracterizan porque ocurren a
velocidades diferentes, la velocidad con la cual se Henan
los poros, es diferente a Ia velocidad con Ia cual se drenan,
pot lo tanto se introduce una asimetria en la dindmica del
flyjo.

En el punto r = r,; la cantidad & A/8 ¢ presenta una
discontinuidad, r,; depende del tiempo, y aumenta con la
evoluciéon o propagacion de la masa, Esto genera
ecuaciones con coeficiente discontinuo,

Para derivar las ecuaciones de flujo se considera que
la rata de cambio en el volumen de agua entre elementos
cilindricos de radio » v ¢r+ 8 r}, los cuales corresponden a
un tiempo £y (¢t + A ¢) respectivamente, es igual 4 la rata de
cambio en el volumen de agua debido a la ocurrencia de
los procesos de llenado y de drenaje. Ver figura 2.
Despejando y tomando los valores &, y &, de la siguiente
manera:

kp g
2mu(c —o,4)

k
LR S
2mpg

se tiene la siguiente ecuacidn para la altura del agua:

6,k=(£}6,(r5,h2) para Oh<0
¥

8,h= (ﬁjar (ro,h*) para 8,hs0  (2)
r

Lasolucion h a esta ecuacion debe ser continua, €l flujo
es proporcional a la derivada (8 h* = 2h& h) y también
debe ser continuo. Para h diferente de cero el requisito es
que Ia derivada &, h sea continua y en h=0 la derivada
debe tener una discontinuidad. La existencia y unicidad
de la solucion fue comprobada por Kamin (1991).

Para la solucién de la ecuacidn (2) se debe tener una
condicion inicial: Se asume que en f = 8, el agua se
concentra solamente dentro de una cierta region pequefia,
donde el valor de saturacién es ¢. Para hallar ia altura



a8

inicial % (¥, 8} se relaciona con el volumen de agua ¥, en
una area de concentracion correspondiente & una longitud
inicial r+ y se afecta por una funcién monotdnica no
creciente, ki, (s) dondes=w#rs que esceroparas21. La
integral es la unidad.

wV—zho[i} [shy()ds=1 (3)

h(r,0) =
-0 2 me A

lo anterior se hace para tener una forma general para la
recarga, ella podria tomar cualquier otra forma por ejemplo
un perfil gausiano.

Ahora se tiene una formulacién matemética al problema
y se debe buscar una solucion a la ecuacion (2} que es
continua; tiene una derivada continua (8 k28 ry satisface
la condicién inicial {3). La existencia de solucion y
unicidad se comprueba en [5].

AUTOSIMILARIDAD Y ANALISIS DIMENSIONAL

Definir la autosimilaridad de un fendimeno es muy util.
Un fendmeno es autosimilar si Ia distribucidn espacial de
sus propiedades en instantes de tiempo diferentes se pueden
obtener mediante una transformacién de similaridad de
otra distribucion, de esta manera la solucion que se obtiene
es invariante bajo alguna transformacién. El andlisis
dimensional permite comprobar la autosimilaridad de un
problema con formulacién matemética, ya que permite el
escalaniento de las variables y asi el fendmeno mantiene
sus propiedades en otras escalas. Sin embargo veremos
que en algunos casos el anilisis dimensional no resulta ser
suficiente para obtener una solucion completa al problema.

En general, el planteamiento de la forma de [a solucién
autosimilar permite reducir las ecuaciones diferenciales
parciales en ecuaciones diferenciales ordinarias mas
facilmente solucionables.

En el caso del flgjo de agua, la solucion & depende de
los siguientes parmetros independientes: & =f(rrut k,
k, @) siendo:

2amo

Con dimensiones:

[W]=H [Q] = HL? [} =T [r] = [r+] [k] = [k,] = L/HT
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La clase de dimensiones utilizada es H,L,T, siende & el
pardmetro dependiente y los demas parametros
independientes. A partir del andlisis dimensional se tiene
la siguienie forma funcional:

Ty = ¢, (7,7, 75)

Con los productos adimensionales:

quh'zt];z
= Qn‘z Ll QmKlM 1/4
2
Ry = kalmrm 1 T —k,l “

Como se dijo en el numeral 1, se estd interesado en las
escalas a largo tiempo donde han desaparecido Ia influencia
de los detalles de las condiciones iniciales (1a forma inicial
de la masa de agua), por lo tanto se debe analizar las leyes
de similaridad respecto a los productos =, , m, , que
contienen el tiempo en el denominador. Debe analizarse
su comportamiento asintotico como f—<« y 10, de
manera que se pueda identificar si esos productos hacen
que la funcidn vaya en el limite a un valor finito diferente
de cero o no, en ¢l primer caso se tendria similaridad
completa respecto a dicho parametro y en el segundo caso
se tendria la llamada por Barenblatt similaridad incompleta

[2].

Si la suposicion de similaridad completa respecto al
producto ®, es vélida, la solucion es andloga a la que se
obtiene en el caso de propagacitn de calor a partir de una
fuente instantinea concentrada de calor donde se aplicala
ley de Fourier y la forma funcional sera:

= ¢(n,0,m) = ¢(n,n) conlasiguiente sclucidn :

Ql.fZ

kl.l'Z £/2

= b,(s,%, /k,) e=mn, (5)

¢, sera la funcion de escalamiento a determinar.

Se deduce una expresién para hallar la distancia desde el
origen hasta el punto donde se pasa del proceso de drenaje
al del llenado (B R /0 £=0).

k
ro = €, (_i) Q1/4 k1114 t”4 (6)
k,

Donde g, es una cantidad adimensional que depende
de k,/k,. Ahora reemplazando (5) y (6) en (2) se obtienen
las ecuacmnes diferencial ordinaria con coeficiente
discontinuo.
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1
Ly - il & U Sy = 90 ; < 7

de’ Te de Tade (30 para. &% 0

k, d%7 1de° . 1 de, 1

2y L= =0 p

K CdsT e as) 7% 7 T2t para €28

Esta ecuacion se puede solucionar multiplicando ambos
lados por e y obteniendo ecuaciones diferenciales totales.
Al integrar se tiene a partir de las condiciones fisicas del
problema gue las constantes de integracion son iguales a
cero:

dg, 1.,

— +—g =0 £ <

g % T3 b para €y

do .’  k

svd—s‘a-rizszd)l = 0 para €>g, (8)

Bajo la suposicién de autosimilaridad completa
respecto al pardmetro p2 utilizando el andlisis dimensional
se gbtiene:

&)

r] =

k
e, (_];.ZM) OVt 14 41
1

Observemos que en el caso de que k,=k,, es decir
cuando el fluido residual en los peros es cero, las
ecuaciones (8) son idénticas y corresponden a la ecuacion
clasica de difusion, que se ha obtenido tradicionalmente
considerando la forma funcional: =& =¢J(‘E1), es decir
eliminando las demds variables involucradas en este
problema. En este caso se supone valida la suposicion de
autosimilaridad completa con respecto al parametro p2, es
decir dicho pardmetro hace que en el limite la funcién tienda
a un valor finito diferente de cero.

Esto solo es posible si la fuente de recarga inicial puede
ser considerada como una fuente concentrada instantinea,
por ejemplo un pozo ideal de radio infinitamente pequefio,
lo cual significa que el valor de la escala de longitud que
presenta la recarga inicial no tiene influencia. La solucion
entonces seria la siguiente:

12 2
h=—"0 [8" . wz] rsn= \fg(kQ;)““
lek™"t (k01) (10)
Como se observa el problema puede ser solucionado
completamente utilizando el analisis dimensional, el cual
permite establecer la autosimilaridad del problema y se
dice entonces que la solucion es autosimilar de primer

orden.
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Enel caso que nos compete &, #k ,es decir la saturacion
residual o, es diferente de cero, se aplica el anterior
procedimiento, es decir considerar autosimilaridad
completa respecto al parametro n,, y se llega a una
contradiccion: Se conoce que & A/0 ¢ cambia de signo
dentro de Ia masa en un radio donde la altura de flujo es
diferente de cero; esto ocurre en el dominio r,<r, y g,<
g,. Sien la ecnacion (§) se hace € =¢_ y se substraen las
dos ecuaciones, se tiene que ¢, (€ )=, lo cual no puede
ser. De aqui se deduce gue la suposicion de autosimilaridad
completa con respecto al pardmetro n, es incorrecta en el
casode k, #k,. Significa que en el limite la funcion ¢,(x),
tiende a un valor no finito, por lo tanto no existe solucion.

Para solucionar el problema propuesto aqui debe
considerarse una suposicion mas complicada que Ia anterior
¥ que veremos a continuacion,

SOLUCION AUTOSIMILAR DE SEGUNDO ORDEN

Debido a que los parametros p2 y pl tienden a cero
cuando el tiempo t aumenta, se asume que dichos
parametros son pequefios, Bajo la suposicién de
autosimilaridad incompleta s¢ busca entonces una
representacion de ley de potencia para ia funcién f1 de la
siguiente forma:

&
T, =n,0,(7,,75,7,) (11

donde 7 y 8 son constantes.

Relacionando en esta forma funcional los productos
adimensionales de (4} se obtiene la siguiente forma para la

solucién
P r_Bl
(klt)(m]” P (k]Qt)uﬁa)m k

k
1y =Gy 27 Qe

k
R =62 (k0N k
i

2

kl

En la ecuacién anterior podemos simplificar y hacer
1as siguientes notaciones;

A= Q(Z_T )!41‘] kl_u

B = (kQ) r™
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Y la expresién se convierte en:

h = 2) L CoBtﬁ K ClBtﬂ

l

A, (€,

Que al ser reempiazada en (2} toma la siguiente forma:

(oc+25—1} d(b J
e

14

¢/’
a5’

1d¢1
CdC

Akl
g <g,

Debido a que la funcion f1 no puede depender del
tiempo t, el exponente (a+2B-1) debe ser igual a cero, por
lo tanto a= (1-2f). De aqui y de la expresion (13} se
encuentra que A=B%%,. Reemplazando en (14) se tiene:

% 1 ¢J
d* dg

1 dd)]

¢ d ’:0“1): BG

para (o, +BCd¢, /d5)>0, £ <, (15.1)
4% 14} df,
Fara h[¢'ﬁ€%J

para (o, +BLdé, /dC) <0, £>8, (15.2)

Y conociendo que el flujo debe ser ceroenel gje de la
montafia de fluido, se debe tener en cuenta la siguiente
condicion de frontera sobre la funcién ¢,.

a9,
dq

=0 paral =0 (16)

Asl, la solucién ¢, debe ser continua y tener una
derivada continua d¢ 2 /¢,

Al escoger apropiadamente el exponente B, se puede
asegurar que el radio de la montafia de fluido propagéndose
corresponde a =&, =I. Las cantidades ¢, y (¢ %4d( ).
deben ser cero en £=1, puesto que la altura del fluido y el
flujo, deben ser continuos en el borde de la montafia y la
funcién ¢, debe ser igual a cero para § > 1. Por lo tanto
aproximando el punto =1 desde £ < 1, encontramos desde
la expresion (15.1) y (15.2) qucen{ = 1.

d®, | & B
(&)@ o
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Resolviéndose se obtienen dos condiciones sobre la
fancién ¢, en C=1:

4 _ kP
dc 2k,

Para £ >1, la funci6n debe ser §,=0, de manera que la
derivada d¢, /d€ va a una discontinuidad en el punto § =1,
mientras d$,’ /dC es continua; sinembargo la funcion ¢,
también debe cumplir la condicién {76). Por tanto las tres
condiciones obtenidas en el problema para solucionar la
ecuacion diferencial ordinaria son: ¢ (9)=0, ¢,(1)=0, ¢~
(1)=-kp/2k,

o,()=0 (18)

Se conoce que la solucion a una ecuacion diferencial
de segundo orden no puede satisfacer las tres condiciones
de borde anteriores para valores de B arbitrarios, sin
embargo existen valores 1lamados excepcionales o
autovalores para los cuales si se satisfacen dichas
condiciones. Ver [5]

Asi el exponente b que describe la propagacion de la
masa de fluido no se puede hallar solamente considerando
el andlisis dimensional, se debe acudir a otras técnicas Para
este problema se han obtenido soluciones resolviendo una
expansion de perfurbacidn y utilizando las propiedades de
grupos de renormalizacion como se muestra en [3], o
solucionando un problema de autovalor como se presenta
en ia segunda parte de este trabajo.

CONCLUSIONES

La propagacion de una masa de fluido a través de un
medio poroso no saturade sigue una ley de escalamiento
simple para el caso en el que no se considera retencién
residual, obteniéndose su solucién analitica a partir del
andlisis dimensional. En ese caso la solucién es autosimilar
de primer orden y la solucién pierde memoria de las
condiciones iniciales de recarga. La masa de fluido
permanece constante durante toda fa evolucion del flujo,
generando lo que se llama un problema ideal,

Cuando se considera retencion residual en el medio
poroso o suelo, se obtiene la solucidn a la ecuacidén
diferencial con conductividad hidrdulica discontinua, en
este caso debe considerarse otra ley de autosimilaridad
llamada de segundo orden. Significa que debe acudirse a
una ley de escalamiento en forma de potencia, la cual
involucra los exponentes andmalos, para este problema el
exponente b, el cual permiten obtener una forma mas real
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de la propagacion de la masa de agua. La diferenciaenla
ley de escalamiento se debe a que en este caso la masa de
fluido disponible para fluir es variable y no cumple una
ley de conservacidn, por tanto la solucidén no pierde
memoria de las condiciones iniciales, observandose en la
solucidn Ia presencia de una nueva escala de longitud, el
radio del pozo de recarga o inyeccion, r«.

Las fuerzas de retencidn por capilaridad no se pueden
ignorar en la biisqueda de la solucion al problema de
propagacion de fluidos en el suelo.

El valor de los exponentes anomalos se obtiene
acudiendo a una herramienta diferente al anilisis
dimensional, en este caso , se planted el problema de
autovalor a partir de tres condiciones que debe cumplir la
ecuacion diferencial de flujo. En el signiente trabajo se
presenta el valor del exponente a partir de 1a conductividad
hidréulica y del valor de la funcién. Por lo tanto se obtiene
la solucién completa al problema de propagacion de un
volumen de fluido en un medio poroso no saturado, cuando
es considerado el fendmeno de retencion residual en los
poros.

La propagacién o evelucién de la masa de fluido en
estas condiciones se puede determinar a partir de los valores
de conductividad hidréulica (incluye valor de porosidad y
retencion residual), y valores de recarga inicial, como se
mostrard en el siguiente trabajo.
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