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RESUMEN  

 

El level set method es una técnica que se utiliza habitualmente para describir matemáticamente la propagación de 

superficies mediante la aproximación y resolución de ecuaciones diferenciales. Esta técnica ha sido ampliamente 

utilizada en combinación con el XFEM, especialmente en el análisis del crecimento de grietas. Sin embargo, existen 

otras opciones que se basan en consideraciones geometricas como el fast marching method. En este trabajo se 

implementa una técnica geométrica basada en el fast marching method y level sets para la descripción de propagación 

de grietas en XFEM y, por tanto, compatible para su uso directo con esta técnica en cálculos de mecánica de la fractura.  

 

PALABRAS CLAVE: LSM, FMM, XFEM, Mecánica de la fractura. 
 

 

ABSTRACT 

 

The Level Set Method is used to describe mathematically the propagation of surfaces, by the resolution and 

approximation of a set of differential equations. This technique has been widely used on the XFEM framework, 

specially for crack propagation. However, there are other techniques based on geometrical considerations, as the Fast 

Marching Method. In this study, it is proposed a geometrical related technique based on the Fast Marching Method 

and Level Set Method for crack growth description in XFEM. Therefore, the results could be used directly on fracture 

mechanics analysis using XFEM. 

 

KEYWORDS: LSM, FMM, XFEM, Fracture mechanics. 

1. INTRODUCCIÓN 

 

Para simular el crecimiento de la fisura se usan técnicas 

numéricas de propagación de superficies, como son el 

Level Set Method –LSM– y el Fast Marching Method –

FMM– [1-5]. La descripción básica de la aplicación de 

dichas técnicas a la descripción del crecimiento de grietas 

ha sido introducida en [6-10]. 

 

Sin embargo, la aplicación de la técnica del FMM a la 

descripción de la grieta es relativamente escasa [11-13]. 

En [11] y [12] se introduce la metodología FMM con 

elementos finitos extendidos –XFEM– pero se aplica a la 
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descripción de curvas cerradas o inclusiones en vez de 

curvas abiertas, y no usan para ello dos funciones 

distancia, con lo que no se corresponde con la descripción 

que se realiza habitualmente en el estudio de mecánica de 

la fractura mediante XFEM. En [13] la implementación 

es ya más parecida a la usual en crecimiento de grietas, 

pero aun así existen diferencias significativas. 

 

En dichos trabajos, en la resolución del FMM se usa 

como espacio de aproximación y cálculo el método de las 

diferencias finitas. Sin embargo, se proporciona 

información sobre la aplicación de dicha técnica en 

mallas no estructuradas, como la que se puede encontrar 

en [14-17], que permite su extensión a otras 

discretizaciones como las usadas en el método de 

elementos finitos.  

 

Una de las principales ventajas del uso del FMM, en 

comparación con el LSM, es su mayor rapidez y que 

permite de forma natural una descripción tipo narrow 

band (descripción local alrededor de la grieta). 

 

El objetivo de este trabajo es establecer un algoritmo que 

permita usar FMM en la descripción del crecimiento de 

la grieta. Para ello se utiliza el algoritmo descrito para 

LSM en [13, 17], aprovechando la implementación en 

elementos finitos que se puede encontrar en [5].  

 

La novedad del trabajo es incorporar el FMM en 

esquemas ya disponibles en LSM utilizando un espacio 

de elementos finitos, de forma que la descripción narrow 

band sea natural De esta manera no hay que resolver la 

ecuación del LSM, optimizando así la descripción 

geométrica de crecimiento de la grieta para realizar 

cálculos de fractura en XFEM. 

 

2. DESCRIPCIÓN DE LA GRIETA MEDIANTE FUNCIONES 

DISTANCIA 

Para describir la posición de cualquier punto del espacio 

respecto al frente de grieta –e identificar, 

simultáneamente, la posición y geometría de la grieta en 

el dominio– se pueden usar dos funciones distancia con 

signo (level set o LS) [6-8]. 

Estas dos funciones distancia se suelen designar 

mediante   y  . Sea ( , )t x  el LS que mide la distancia 

a la superficie de grieta, proporcionando ( , )t x = 0 la 

posición de la superficie de grieta, y sea ( , )t x  el LS 

que mide la distancia a una superficie que contiene el 

frente de grieta y es ortogonal a la misma. La intersección 

de las superficies ( , )t x = 0 y ( , )t x = 0 da la 

posición del frente de la grieta en el instante t, Figura1. 

 

 

Figura 1. Funciones distancia en la grieta, [9]. Fuente. 

Elaboración modificada de [9]. 

 

En resumen, los LS ( , )t x  y ( , )t x , distancias con 

signo, definen la posición y geometría de la grieta según 

las siguientes relaciones: 

 

( , )t x = 0, ( , )t x < 0  Caras de grieta

( , )t x = 0, ( , )t x = 0  Frente de grieta

( , )t x > 0           Zona sin agrietar

      (1) 

Además, las dos funciones ( , )t x  y ( , )t x  se 

construyen de forma que cumplan la siguiente relación de 

ortogonalidad: 

 

( , ) ( , ) 0t t t    x x       (2) 

 

 

Esta ortogonalidad de los dos LS, provee de un camino 

para definir un sistema ortogonal de coordenadas 

curvilíneas propio a la grieta, Figura 2. Los vectores que 

componen la base de dicho sistema de coordenadas se 

definen a continuación. 

 

Figura 2. Vectores de la base propia a la grieta, [9]. Fuente. 

Elaboración modificada de [9]. 
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Un vector normal al frente de grieta: 

 











n       (3) 

 

Un vector normal a la superficie de grieta: 











n       (4) 

Un vector tangente al frente de grieta, que se construye 

mediante: 

  
t

e n n       (5)  

Usando esta definición para la base del sistema de 

coordenadas curvilíneas propio de la grieta, y por 

comparación con los vectores de la base euclídea, se 

pueden definir dos funciones equivalentes a las 

coordenadas polares r y θ en función de   y  , según: 

 

2 2

1tan

r  








 

 
  

 

      (6) 

 

Estas coordenadas son las que se necesitan para definir 

las funciones de enriquecimiento asociadas a la grieta en 

XFEM [6-10]. 

Además, si se tiene en cuenta la velocidad de crecimiento 

de la grieta, ésta se puede dividir en dos componentes 

perpendiculares a las superficies descritas por las 

funciones distancia: 

 
v v    v n n       (7) 

 

 

3. FAST MARCHING METHOD 

 
Una de las técnicas numéricas que se usan para la 

descripción del movimiento de superficies es el FMM [1-

4]. Esta técnica resuelve la evolución de un sistema en 

movimiento descrito mediante una función distancia. 

Para una función distancia d, esta aproximación se 

traduce en las siguientes expresiones: 

 

( , ) ( ) , ( , ) 0

( , )

d x y F x en F x y

d g x y en

   

 
      (8) 

 

donde F(x,y) es la velocidad de propagación de la función 

d(x,y) que evaluamos en el dominio Ω. De d se conocen 

los valores iniciales g(x,y) en un contorno o región Γ del 

dominio. 

La técnica intuitivamente se basa en suponer que la 

velocidad de modificación no cambia de signo, y así lo 

único que hay que hacer es actualizar la distancia según 

una cantidad que dependerá la velocidad en el punto; una 

vez que se ha actualizado se verifica si la cantidad es 

correcta o se prueba otra distancia. Es una técnica sencilla 

y potente, pero con limitaciones evidentes para muchas 

aplicaciones. 

Detalles de la implementación de la técnica general en 

dominios triangulados se pueden consultar en [14-16]. 

 

4. IMPLEMENTACIÓN DEL FAST MARCHING METHOD 

USANDO ELEMENTOS FINITOS PARA CRECIMIENTO 

DE GRIETAS 

 

4.1. Descripción 

 

Si se usa un espacio de elementos finitos para la 

descripción de los LS, entonces: 

 

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

I I

I

I I

I

x t N x t

x t N x t

 

 








      (9)  

donde ( )IN x  son las funciones de forma de elementos 

finitos. Igualmente, para las velocidades de los LS: 

 

( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

I I

I

I I

I

v x t N x v t

v x t N x v t

 

 








      (10)  

 

Para los gradientes se obtiene: 
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( , ) ( ) ( )

( , ) ( ) ( )

I I

I

I I

I

x t N x t

x t N x t

 

 

  

  




      (11) 

 

4.2. Reconstrucción de una función distancia, 

reinicialización 

 

La idea es resolver la siguiente ecuación eikonal en el 

elemento mediante relaciones algebraicas, tal como se 

describe en [17]: 

 

( , ) 1d x y        (12) 

 

Esta relación describe una función distancia euclídea y 

coincide con el proceso de reinicialización, es decir, sirve 

para reconstruir la función distancia. 

Si los elementos finitos utilizados corresponden a 

triángulos o tetraedros lineales, las derivadas son 

constantes en el elemento y, por tanto, es sencillo 

encontrar un valor nodal de la función distancia a partir 

de los otros valores nodales. 

Por simplicidad, se va a desarrollar para el caso del 

triángulo lineal: 

 

     
22 2

( , ) ( , ) 1x yd x y d x y        (13)  

 

Si los valores de la función distancia en los nodos son t1, 

t2 y t3, se tiene: 

 

1, 1 2, 2 3, 3

1, 1 2, 2 3, 3

( , )

( , )

x x x x

y y y y

d x y N t N t N t

d x y N t N t N t

  

  
      (14)  

 

Si t1 y t2 son conocidos, se pueden agrupar sus 

contribuciones en: 

 

1, 1 2, 2

1, 1 2, 2

x x

y y

tx N t N t

ty N t N t

 

 
      (15)  

 

Sustituyendo: 

   
22

3, 3 3, 3 1x ytx N t ty N t          (16)  

Ecuación que se desarrolla hasta: 

 

     2 2 2 2 2

3, 3, 3 3, 3, 32 2 1 0x y x yN N t tx N ty N t tx ty                 

(17)  

Agrupando términos: 

 

 

 

 

2 2

3, 3,

3, 3,

2 2

2 2

1

x y

x y

a N N

b tx N ty N

c tx ty

 

     

  

      (18)  

  

Se consigue, por tanto, la siguiente ecuación de segundo 

grado: 

 
2

3 3 0a t b t c           (19)  

 

La distancia en el tercer nodo puede tomarse como la 

máxima de las dos raíces reales obtenidas, es decir: 

 

2 2

3

4 4
max( , )

2 2

b b ac b b ac
t

a a

     
       

(20)  

 

Hasta aquí se ha considerado que las funciones distancia 

son siempre positivas. Para considerar funciones 

distancia con signo, se trabaja con el valor absoluto de 

los valores nodales y se introduce el signo al final del 

cálculo. De esta forma, si el signo que tiene el valor nodal 

t3 antes del proceso se denota por signo(t’3), entonces el 

t3 final es: 

 
2 2

3 3

4 4
( ' ) max( , )

2 2

b b ac b b ac
t signo t

a a

     
       

(21) 

 

4.3. Resolución de las ecuaciones de ortogonalidad y 

de extensión ortogonal 

 

La misma idea de que las derivadas de las funciones de 

forma en un elemento triangular lineal o un tetraedro 

lineal son constantes, puede aplicarse al resolver otras 

ecuaciones que son necesarias para modelar la 

propagación de grieta. Por ejemplo, conocidos los 

valores del LS   en todo el dominio, se puede partir de 
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una región donde se conoce el valor del LS    y obtener 

su valor en todo el espacio.  

Para resolver la siguiente ecuación de ortogonalidad: 

 

0          (22)  

 

se desarrolla, para un elemento triangular lineal, del 

siguiente modo: 

 
3

, 1 1, 2 2, 3 3,

1

3

, 1 1, 2 2, 3 3,

1

( )

( ) 0

i i x x x x

i

i i y y y y

i

N N N N

N N N N

   

   





    

    




      

(23) 

  

Suponiendo que la información nodal de   es conocida, 

y suponiendo que el nodo incógnito es el tercero, 

podemos agrupar términos y queda: 

 
3

, 1 1, 2 2,

1

3 3 3

, 1 1, 2 2, , 3, , 3, 3

1 1 1

( )

( ) ( ) ( ) 0

i i x x x

i

i i y y y i i x x i i y y

i i i

N N N

N N N N N N N

  

     



  

   

 
      

 



  

     

 (24) 

 

Designando 

 
3

, 1 1, 2 2,

1

3

, 1 1, 2 2,

1

3 3

, 3, , 3,

1 1

( )

( )

( ) ( )

i i x x x

i

i i y y y

i

i i x x i i y y

i i

ex N N N

ey N N N

h N N N N

  

  

 





 

   

   

 
  
 





 

      (25) 

  

 

La solución obtenida es: 

3

( )ex ey

h

 
       (26) 

  

 

4.4. Extensión de las velocidades de crecimiento 

de los LS 

 

Aún no se ha abordado la construcción de las velocidades 

de actualización de los LS. Se tiene que v se puede 

descomponer en dos componentes según las bases 

definidas por los LS.  

Esta velocidad de crecimiento se calcula a partir de 

alguna ley física de propagación y crecimiento de grietas, 

como la ley de Paris y el estado tensional en los 

elementos o relaciones entre los diversos factores de 

intensidad de tensiones. Una vez obtenida la velocidad de 

crecimiento del extremo de grieta se tiene que calcular su 

valor en todos los nodos del dominio. 

Para construir los campos de velocidades v  y v  en el 

dominio de los LS, se define primero su valor en los nodos 

de los elementos que contienen el frente de grieta. 

Entonces se extienden los campos de velocidades, de 

forma que estas sean normales a los LS   y  , [18]: 

Para v : 

𝛻 𝛻 v = 0

𝛻 𝛻 v = 0
   (27) 

  

Para v : 

𝛻 𝛻 v = 0

𝛻 𝛻 v = 0
   (28) 

  

Se puede observar que estas ecuaciones son formalmente 

iguales a la ecuación de ortogonalidad entre LS. Por 

tanto, es posible usar el mismo algoritmo para su 

resolución.  

4.5. Selección de elementos y nodos 

 

El algoritmo de selección de qué elemento y nodo se ha 

de resolver en cada momento, es el punto más crítico del 

proceso. La técnica usada se basa en construir un vector 

con la información del número de nodos calculados por 

cada elemento. Este vector permite separar los elementos 

en dos tipos, los que ya tienen toda la información y los 

que aún tienen los datos de algún nodo por obtener. 

El siguiente paso es seleccionar entre los elementos que 

aún tienen algún nodo con información incompleta, 

aquellos elementos a los que solo les faltan los datos de 

un nodo. Se aplica el proceso en estos elementos y se 
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actualiza el vector con la información del número de 

nodos calculados para cada elemento. Este proceso se 

repite hasta que ya no queda ningún elemento con 

información por calcular. 

 

5. CASO DE REFERENCIA 

En este estudio se considera como caso de referencia el 

descrito por Duflot en [10]. Este caso de referencia está 

formado por un área cuadrada de dimensiones 

( 1.0,1.0) ( 1.0,1.0)   , donde hay una grieta inicial 

de pendiente -1, que empieza en el punto (-1.0, 0.9) y 

acaba en (-0.1, 0.0). 

 

Figura 3. Grieta inicial del caso de referencia de Duflot, [10]. 

Fuente. Elaboración modificada de [10]. 

 

Los LS iniciales, para el caso de referencia, de tipo 

puramente geométrico, se obtienen a partir de las 

siguientes expresiones: 

0

0

0.1

2

0.1

2

x y

x y





 


 


      (29) 

  

Que se pueden observar en la siguiente figura, donde la 

línea roja indica el LS   y la azul el LS  . 

A continuación, definimos las velocidades con las que el 

extremo de grieta se va a desplazar. Estas velocidades 

vienen determinadas solo por razones matemáticas y no 

se corresponden con un caso real. Permiten estudiar la 

actualización en la descripción geométrica, que es el 

objetivo de este trabajo, de forma genérica. 

Figura 4. LS iniciales:   en rojo y   en azul. 

En el sistema de coordenadas definido por los LS, el 

avance en el primer paso de crecimiento es: 

0.1
v

2

0.1
v

2









      (30) 

  

En los pasos siguientes la velocidad de avance es: 

v 0

v 0.1








      (31) 

 

El caso propuesto no se corresponde con ningún modelo 

físico real, siendo solo un ejemplo matemático de 

descripción de la actualización de los LS. En un caso real, 

la descripción vendría determinada por la grieta existente 

y las velocidades de actualización se deberían obtener de 

relaciones como la ley de Paris junto con los estados 

tensionales en el elemento o a partir de distintas 

relaciones entre los factores de intensidad de tensiones. 

 

 

6. ACTUALIZACIÓN DE LOS LEVEL SETS  
  

El método geométrico utilizado se basa en el que Duflot 

introduce como smooth level set method [10]. La idea es 

actualizar la función   mediante una expresión que 

origine unos gradientes suaves mediante razonamientos 

geométricos. 
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Una vez que se tiene actualizado  , se actualiza   

mediante una ecuación no diferencial, de forma que se 

cumple exactamente el criterio del nivel cero. 

En primer lugar, hay que extender ortogonalmente los 

campos de velocidades por todo el dominio, mediante las 

expresiones (27) y (28). Hay dos casos para los vectores 

de velocidad, en el primer paso de propagación la 

velocidad viene dada por la ecuación (30), y en los pasos 

siguientes viene dada por la ecuación (31). Las figuras 5 

y 6 ilustran las velocidades para el paso inicial y los 

siguientes, donde las flechas indican la velocidad en cada 

nodo. 

  

Figura 5. Vectores de velocidades iniciales, donde el eje x la 

velocidad en dirección   y el eje y es la velocidad en dirección

 .  

 

Figura 6. Vectores de velocidades en el resto de los pasos, 

donde el eje x la velocidad en dirección   y el eje y es la 

velocidad en dirección. 

Una vez extendidos ortogonalmente los campos de 

velocidad a todo el dominio, hay que actualizar  . Para 

realizar esta actualización, se divide el espacio de los LS 

en seis áreas dependiendo de la pendiente de variación de 

la grieta y de los valores de los LS   y  . 

En el sistema de coordenadas de la grieta, es decir, 

usando los LS   y   como sistema de coordenadas, la 

pendiente de crecimiento de la grieta se obtiene de la 

relación entre velocidades de avance de los LS o de 

crecimiento de la grieta: 

v
m

v





       (32) 

  

El área 1 corresponde a una zona donde la grieta ya se ha 

propagado en la parte positiva de  . Matemáticamente 

viene definida por las condiciones  0 0m   y 

0 0m   . El valor actualizado de   es el valor 

inicial, 0 . 

El área 2 corresponde a una zona donde la grieta ya se ha 

propagado en la parte negativa de  . Matemáticamente 

se define mediante las condiciones  0 0m   y 0 0 

El  valor actualizado de   es el valor inicial, 0 . 

El área 3 viene dada por 0 0m   y 0 00 m    . 

El valor actualizado de   es: 

2 2

0 0 0( )sign           (33) 

  

El área 4 se define por 0 0m   y 0 0m   . Se 

actualiza con: 

0 0

21

m

m

 






      (34) 

  

El área 5 corresponde a la zona de propagación de la 

grieta y se define por 0 0m   y 0 0  . El nuevo   

es: 

 

0 0

21

m

m

 






      (35) 
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El área 6 es determinada por 0 0m   y 

0 0 0m    . Aquí se obtiene   de forma que 

mantenga la continuidad en el dominio. Concretamente, 

se construyen arcos de circunferencia que unen los 

valores de   en el área 1 con los valores en el área 5. 

Con esta construcción del campo , éste ya no representa 

una función distancia signada, por lo que se renombra 

como ' .Este campo '  actualizado se calcula con la 

expresión: 

 

2
2 ( )

' (2cos ( ) 1)
b sign b ac

a


 

 
        (36) 

  

donde  

 

2

0 0

2 2

0 0

arctan( )

2

4cos ( ) 1

2cos( )( sin( ) cos( ))

m

a

b

c





    

 



 

 

 

      (37) 

  

Gráficamente, las seis áreas son las de la Figura 7. 

 

 

Figura 7. Localización de las áreas en el caso de referencia 

[10]. Fuente. [10]. 

 

Para obtener el otro LS  , primero se actualiza el valor 

del LS   a un valor intermedio ' , que obtenemos 

mediante una rotación del LS   inicial. Esta 

transformación viene expresada en el sistema de 

coordenadas de los LS por: 

0 0
'

v v  





v
      (38) 

  

Ahora, si 0 0   y ' 0  , entonces 0'  , con lo 

que no se modifican los valores del LS en la zona donde 

la grieta ya existe. 

Dependiendo de los valores de 0  y de ' , para 

contemplar aquella zona en que la rotación ha 

introducido el LS '  en la región en que la grieta ya 

existía, como se puede ver en la siguiente figura, es decir, 

si 0'  , se modifica de nuevo el valor de '  antes 

de aceptarlo como correcto.  

 

Figura 8. LS   girado, '  –en color azul– e inicial, 0  

–en color rojo–.  

Se asume que la diferencia de valores entre el LS inicial 

y el modificado tiene menos importancia conforme más 

nos alejemos del valor cero de  , así para 0'   el 

valor se calcula según: 

0 0
2 2

0

' ( ' )


   
 

  


      (39) 
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El LS   actualizado es finalmente:  

' v         (40) 

  

En el resto del dominio, si 0 0   y ' 0  , entonces 

0'  , con lo que no se modifican los valores en la 

zona donde la grieta ya existe. 

Posteriormente se reinicia el LS   en el caso de que se 

haya alejado demasiado de una función distancia. Por 

último, se ortogonaliza el LS   y se reinicializa a partir 

de su nivel cero. 

7. RESULTADOS  

 A continuación, se presentan los resultados obtenidos en 

el ejemplo de referencia marcado con las técnicas y 

algoritmos introducidos. 

Los estudios han sido realizados sobre la malla de 

elementos finitos de la Figura 9, que consiste en una 

malla estructurada formada por elementos triangulares 

lineales cuyo tamaño de lado más pequeño es 0,1. 

 

Figura 9. Malla estructurada de triángulos lineales. Tamaño de 

elemento h=0,1.  

No se han observado variaciones importantes al usar 

otros tamaños de malla o usando mallas no estructuradas 

en los procesos relacionados con la reinicialización y 

actualización de los LS. A continuación, se presentan los 

resultados obtenidos al aplicar las diversas opciones 

barajadas en la actualización mediante razonamientos 

geométricos. 

Usando para actualizar el LS  , el valor suavizado 

conforme varían los campos LS –Ec. (39)– se obtienen los 

LS mostrados en las figuras 10 a 15. Primero 

actualizamos los LS, figura 10, posteriormente se 

ortogonaliza el LS   respecto al LS  , figura 11, a 

continuación se reinicializa el LS  , figura 12, el 

resultado final se puede ver en la figuras 13. En las 

figuras 14 a 15 se presentan loa resultados finales para 

los dos siguientes pasos de tiempo.  

 

Figura 10 LS actualizados en paso 1:   en rojo y   en azul.  

Figura 11. LS   ortogonalizado en paso 1:   en rojo y   

en azul.  
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Figura 12. LS   reinicializado en paso 1:   en rojo y   en 

azul.  

 

Figura 13. LS en paso 1:   en rojo,   en azul, r del sistema 

LS en verde y θ del sistema LS en negro. 

Figura 14. LS en paso 2:   en rojo,   en azul, r del sistema 

LS en verde y θ del sistema LS en negro.  

Figura 15. LS en paso 3:   en rojo,   en azul, r del sistema 

LS en verde y θ del sistema LS en negro.  

 

8. CONCLUSIONES  
  

Se ha desarrollado un método que permite la 

construcción de funciones distancia para el modelado de 

grietas en XFEM, partiendo del FMM. Este método es 

fácilmente programable, no incluye procesos iterativos –

que hace que sea rápido en comparación con otras 

técnicas similares–, es extrapolable directamente a tres 

dimensiones y permite la implementación de narrow 

band. 

Para aumentar la efectividad del método se podría 

mejorar el proceso de selección de qué elemento se ha de 

calcular en cada instante, ya que es el proceso más crítico 

desde el punto de vista de coste computacional y, 

además, puede influir en la solución. 
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